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單元 6  積分的應用    三年___班 座號：____  姓名： 

 重點 1：兩條曲線間的面積 

 1.面積公式：設 f (x)與 g(x)為區間[a，b]上的兩個連續函數且滿足 f (x) ≥ g(x)。 

令 R表示 f (x)，g(x)的圖形與 x＝a，x＝b所圍成的區域面積為  
b

a
dxxgxf ))()((  

 2.公式說明： 

(1)當區域 R都在 x軸的上方時，如右圖 

R的面積＝(R1的面積)－(R2的面積) 

＝ 
b

a
dxxf )( － 

b

a
dxxg )(  

＝  
b

a
dxxgxf ))()((  

(2)當區域 R不全在 x軸的上方時： 

此時可以適當地選取實數 c，使得 f (x)＋c與 g(x)＋c的圖形都在 x軸之上方，如下圖 

因為圖形平移後面積不會改變，所以 

R的面積＝S的面積 

＝  
b

a
dxcxf ))(( －  

b

a
dxcxg ))((  

＝  
b

a
dxcxgcxf )])(())([(  

＝  
b

a
dxxgxf ))()((  

註：(1)若 f (x)與 g(x)的圖形在區間[a，b]之間沒有交點 

則 f (x)，g(x)的圖形與 x＝a，x＝b所圍成的區域面積為  
b

a
dxxgxf ))()((  

(2)若無法確定 f (x)與 g(x)的圖形在區間[a，b]之間的相交情形 

則 f (x)，g(x)的圖形與 x＝a，x＝b所圍成的區域面積為  
b

a
dxxgxf )()(  

 3.廣義曲線間面積之計算： 
將兩函數 f (x)與 g(x)的圖形所圍成的所有封閉區域統稱為 f (x)與 g(x)的圖形所圍成的區域 
如圖中的鋪色區域就是 f (x)與 g(x)的圖形所圍成的區域，面積計算步驟如下： 

Step1：先求出兩曲線的所有交點； 

Step2：再做分段積分，每段以(上函數減下函數)作各封閉區域的面積積分計算 

Step3：計算它們的總和就可求得兩函數圖形所圍成的區域面積 

 

◎求曲線間的面積 

例 1.1：求兩函數 f (x)＝ 2x ＋3，g(x)＝x＋2的圖形與 x＝－1，x＝1所圍成的區域面積  

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex1.1：求兩函數 f (x)＝ 2x －2x＋2，g(x)＝ 2x 的圖形與 x＝0，x＝2所圍成的區域面積  
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◎廣義曲線間面積之計算 

例 1.2：求兩函數 f (x)＝ 2x ＋2x＋4與 g(x)＝ 2x 的圖形所圍成的區域面積 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex1.2：求兩函數 f (x)＝ 2x 與 g(x)＝x＋2的圖形所圍成的區域面積  

 

 

 

 

 

 

 

 

◎所圍成的封閉區域不只一塊 

例 1.3：求兩函數 f (x)＝ 32x ＋ 2x －6x與 g(x)＝ 2x ＋2x的圖形所圍成的區域面積   

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex1.3：求兩函數 f (x)＝x與 g(x)＝ 3x 的圖形所圍成的區域面積  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 1.4：學校計畫在一面寬 1公尺、長 2公尺的矩形牆壁上油漆，並事先在坐標平面上設計其草圖如右。 

已知紅、藍曲線分別是用函數 f (x)＝ 22x ＋3x與 g(x)＝ 38x ＋ 210x －2x＋1在區間[0，1]上的圖形描繪而成， 

求此草圖中的紅、藍、綠三塊區域之面積比    
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Ex1.4：工廠計畫推出以樹葉為主題的瓷磚，其設計草圖如右。已知葉子 B的上、下緣分別是 

用函數 f (x)＝ 33x － 26x ＋4x與 g(x)＝ 3x 在區間[0，1]上的圖形描繪而成， 

求 A，B，C三塊區域的面積比 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 重點 2：立體的體積公式 

 1.立體的體積公式： 

如右圖，設立體 S位於兩平行平面 x＝a與 x＝b (a＜b)之間。 

若通過點( x，0，0)且垂直 x軸的平面與 S所截出截面(圖中的淡紅色區域) 

的面積為 A(x)，且 A(x)為連續函數，則 S的體積為 
b

a
dxxA )(  

 2.說明：利用定積分方式來求 S的體積 

(1)分割：將區間[a，b]平分成 n等分，分割點為 a＝ 0x ＜ 1x ＜ 2x ＜…＜ nx ＝b，並分別過這些等分點作垂直 x軸的平面，

得有 n＋1個平面將 S分割成 n個厚度均為Δx＝
n

ab 
的薄片，則這些薄片的體積總和就是 S的體積 

(2)逼近：在區間[ 1ix ， ix ] (i＝1，2，…，n)中任取一點 it ，則以高為Δx，底面積為 A( it )的柱體體積為 A( it ) x  

作為該區間薄片體積的近似值。 

依照這樣的方式，n個區間共產生 n個柱體，且這 n個柱體的體積總和為



n

i
i xtA

1

)(  S的體積 

(3)求極限：根據定積分的定義，因為 A(x)為連續函數，所以 S的體積等於
n

lim 



n

i
i xtA

1

)( ＝ 
b

a
dxxA )(  

 
◎立體的體積 

例 2.1：在空間中，設 S為平面
3

x
＋

2

y
＋

2

z
＝1與三個坐標平面圍成的錐體，如圖所示 

(1)已知通過點(x，0，0) 且垂直 x軸的平面與 S所截出的圖形為等腰直角三角形， 

其面積為 A(x)，求 A(x) 

(2)求 S的體積  
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Ex2.1：如圖，在空間中，x軸從藍色正三角形的重心(2，0，0)垂直穿過，且藍色正三角形的邊長為 2。 

設 S為藍色正三角形與原點 O所構成的三角錐 

(1)已知通過點(x，0，0)且垂直 x軸的平面與 S所截出的圖形為正三角形， 

其面積為 A(x)，求 A(x) 

(2)求 S的體積 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2.2：如右圖，利用立體的體積公式，計算底面為邊長 a的正方形、高為 h的直四角錐體 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex2.2：當直四角錐體的 8個邊都等長時，稱其為正四角錐體。右圖是由兩個邊長為 a的正四角錐體組成的八面體， 

求此八面體的體積  
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 重點 3：旋轉體的體積公式 

 1.旋轉體的體積公式： 

設函數 f (x)是區間[a，b]上的非負連續函數，將 f (x)的圖形與 x軸，x＝a與 x＝b (a＜b)所圍成的區域繞 x軸所得的 

旋轉體體積為 
b

a
dxxf 2))((  

◎說明：利用定積分方式求旋轉體的體積 

區域 R繞 x軸旋轉可得出一旋轉體，因為 

通過(x，0，0)且垂直 x軸的平面與這旋轉體所截出的圖形是半徑為 f (x)的圓， 

所以截出的面積為 r 2))(( xf 。利用立體的體積公式，得此旋轉體的體積為 
b

a
dxxf 2))((  

 2.雙旋轉體的體積公式： 

設函數 f (x)與 g(x)在區間[a，b]上為連續函數，且滿足 f (x)  g(x)  0，令區域 R為 f (x)與 g(x)的圖形與 x軸， 

x＝a與 x＝b (a＜b)所圍成的區域繞 x軸所得的 

旋轉體體積為 
b

a
dxxf 2))(( － 

b

a
dxxg 2))((  

 
 
註：區域 R的旋轉體乃是「f (x)的圖形與 x軸、x＝a及 x＝b所圍成的區域繞 x軸 

所得的旋轉體」中挖掉「g(x)的圖形與 x軸、x＝a及 x＝b所圍成的區域繞 x軸所 

得的旋轉體」後所剩下來的部分 

 

◎旋轉體的體積 

例 3.1：已知 R為函數 f (x)＝ 2x ＋2x的圖形與 x軸、x＝0及 x＝1所圍成的區域，求 R繞 x軸所得的旋轉體體積 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex3.1：已知 R為函數 f (x)＝ 2x 的圖形與 x軸、x＝1及 x＝2所圍成的區域，求 R繞 x軸所得的旋轉體體積 
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例 3.2：證明：半徑為 r的球體體積為
3

4 3r   

解：(1)將此球體放在坐標空間中，使得球心為原點 O。此球體可以視為以原點 O為圓心， 

半徑為 r的上半圓區域繞 x軸所得的旋轉體，如圖所示。 

因為圓方程式 2x ＋ 2y ＝ 2r ，y＝ 22 xr   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex3.2：證明：底半徑為 r，高為 h的值圓錐體之體積為
3

1
hr 2 ，即體積恰等於

3

1
×底面積×高   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

◎雙旋轉體 

例 3.3：已知 R為兩函數 f (x)＝x與 g(x)＝ 2x 的圖形與 x＝0，x＝1所圍成的區域，求 R繞 x軸所得的旋轉體體積 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex3.3：已知 R為兩函數 f (x)＝ 2x ＋4x與 g(x)＝ 2x 的圖形與 x＝0，x＝1所圍成的區域，求 R繞 x軸所得的旋轉體體積  
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◎形狀像甜甜圈的旋轉體體積 

例 3.4：求以點(0，3)為圓心，半徑為 2的圓繞 x軸所得的旋轉體體積 

解：圓方程式： 2x ＋ 2)3( y ＝4可看成是由其上半圓弧與下半圓弧所圍成的區域，圓改寫為 y＝3 24 x ， 

得知：令函數 f (x)＝3＋ 24 x 的圖形是上半圓弧  

與函數 g(x)＝3－ 24 x 的圖形是下半圓弧 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex3.4：已知 R是以點(0，5)為圓心，半徑為 3的上半圓弧與 x軸、x＝－3及 x＝3所圍成的區域， 

求 R繞 x軸所得的旋轉體體積(這個旋轉體形狀像月餅)  

 

 

 

 

 


