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Ch 4.2 矩陣的運算    二年____班  座號：____  姓名： 

 重點 1：矩陣(matrix)的定義 

 1.定義：設 m，n 為正整數，形如
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，稱為有 m 列(橫排) n 行(直排)的矩陣，簡稱為 m×n 階矩陣 

(matrix of order m×n )，簡記為 nmA  ＝ [ jia ] nm  

其中 jia 為第 i 列與第 j 行交叉位置上的元素，稱為矩陣的第(i，j )元 

 註：(1)平面向量可以用 2×1 階的矩陣表之，而空間向量可以用 3×1 階的矩陣表之 

(2)1×n 階的矩陣也稱為「列矩陣」，m×1 階的矩陣也稱為「行矩陣」 

 2.方陣：矩陣 Am×n，當 m＝n (列數＝行數) 

形如
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時，稱此矩陣為 n 階方陣 

其中 a11，a22，…，ann 稱為矩陣 A 的主對角線(main diagonal)元 

 

例 1.1：關於矩陣 A＝ 







024

135
，選出正確的選項： 

(1)A 有 2 列 3 行 (2)A 是 3×2 階的矩陣 (3)第(1，1)元是 5 
(4)第(1，2)元是 3 (5) 1 是第(2，3)元 

 
 
 
 
 
 
 
 

Ex1.1：關於矩陣 A＝
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，下列哪些敘述是正確的？  

(1)A 是 3 階的矩陣 (2)A 是 3×4 階的矩陣 (3)A 是 4×3 階的矩陣 
(4)A 的第(2，3)元是－1 (5)A 的第(3，2)元是－1 

 
 
 
 
 
 
 
例 1.2：已知矩陣 A＝[ jia ] 32 ，其中 jia ＝2i－j，試求矩陣 A 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

第 j 行 

第 i 列 























nmmjm

injii

nj

aaa

aaa

aaa











1

1

1111

 



110 下高二數學 A(第 4 冊 ch4) 第 2 頁 翰林版 CJT 

Ex1.2：已知矩陣 A＝[ jia ] 23 ，其中 jia ＝i＋j，試求矩陣 A 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 重點 2：矩陣相等 

 意義：當兩個矩陣 A 和 B 滿足： 

(1)階數大小相等，即矩陣 A 的列數等於矩陣 B 的列數，矩陣 A 的行數等於矩陣 B 的行數 

(2)矩陣 A 與矩陣 B 的每一個相同對應位置的元都相等 

則稱矩陣 A 與 B 相等，記作 A＝B 

即設 A＝[ jia ] nm ，B＝[ jib ] nm ，若 A＝B，則 jia ＝ jib ，1 im，1 jn 

 
例 2.0：試說明下列各矩陣是否相等？ 
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例 2.1：已知矩陣 A＝ 





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


vuyx

vuyx
，B＝ 








 12

54
，若 A＝B，求 x，y，u，v 的值 

 

 

 

 

 

 

 

Ex2.1：已知 
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，試求 x，y，z，w，u，v 的值 
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重點 3：零矩陣與單位方陣 

1.零矩陣：若 m×n 階矩陣的每一個元素都是 0 時，此矩陣稱為 m×n 階的零矩陣，以 Om×n 或 O 表示 

註：若零矩陣為方陣時，稱為(n 階)零方陣，以 On×n 或 On 表示 

如：O2×3＝ 
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2.單位方陣(identity matrix)： 

設 n 階方陣 An×n，其主對角線的元是 1，其他位置的元都是 0，稱為 n 階單位矩(方)陣，簡記為 In 

註：當不致產生混淆時，In 也可簡寫為 I 

如：I1＝[1]；I2＝ 







10

01
；I3＝

















100

010

001

等 

 
 
 重點 4：矩陣的加法 

 1.意義：當兩個矩陣 A 和 B 同階時，才可以做矩陣加法運算 

設 A，B 都是 m×n 階的矩陣 A＝
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，B＝
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則 A＋B＝
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即 A＋B 是將相同第(i，j )位置上的元相加，記為 A＝[aij]m×n，B＝[bij]m×n，則 A＋B＝[aij＋bij]m×n 

 2.矩陣加法性質： 

(1)階數相同(即同階)之矩陣，才可以做加法運算 

(2)A，B 都是 m×n 階的矩陣，若 A＋B＝C，則矩陣 C 也是 m×n 階的矩陣 

(3)矩陣加法具交換性，即 A＋B＝B＋A 

(4)矩陣加法具結合性，即 A＋B＋C＝(A＋B)＋C＝A＋(B＋C) 

(5)矩陣加法的單位元素為零矩陣，即 Am×n＋Om×n＝Am×n 

(6)矩陣加法反元素，即 A＋(－A)＝(－A)＋A＝O，稱(－A)為矩陣 A 的加法反元素 

註：(－A)是將矩陣 A 所有位置的元都乘以(－1)，所得到的矩陣 

(7)移項法則，若 X＋A＝B，則 X＝B－A 
 
◎矩陣加法 

例 4.1：設 A，B，C 都是 2×3 階的矩陣，且 A＝ 







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，B＝ 
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，C＝ 
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
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 
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011
，試求： 

(1)A＋B 與 B＋A，並說明 A＋B 與 B＋A 的結果相同嗎？ 

(2) (A＋B)＋C 與 A＋(B＋C)，並說明(A＋B)＋C 與 A＋(B＋C)的結果相同嗎？ 
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Ex4.1：設 A＝ 




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
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，試求： 

(1)(A＋B)＋C (2)A＋(B＋C) (3)檢驗(A＋B)＋C＝A＋(B＋C) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 重點 5：矩陣的減法 

 1.意義：當兩個矩陣 A 和 B 同階時，才可以做矩陣減法運算 

設 A，B 都是 m×n 階的矩陣 A＝
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則 A－B＝
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即將 A 中的每一個元減去 B 中相同位置上的元 

即 A＝[aij]m×n，B＝[bij]m×n，則 A－B＝[aij]m×n－[bij]m×n＝[aij－bij]m×n 

註：(－B)是將矩陣 B 所有位置的元都乘以(－1)，所得到的矩陣 

2.矩陣減法性質： 

(1)階數相同之矩陣，才可以做減法運算 

(2)若 A，B 都是 m×n 階的矩陣，設 A－B＝C，則矩陣 C 也是 m×n 階的矩陣 

(3)矩陣減法不具交換性，即 A－B  B－A 

(4)矩陣減法不具結合性，即 (A－B)－C  A－(B－C) 

3.矩陣的加減移項運算： 

設矩陣 X，A，B 都是同階之矩陣，且滿足 X＋A＝B，則 X＝B－A 
 

例 5.1：設 A＝ 







 652

132
，B＝ 







 
402

513
，試求 A－B，B－A，並判斷 A－B 和 B－A 相等嗎？ 
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Ex5.1：設 A＝
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，試求 A－B，B－A，並判斷 A－B 和 B－A 相等嗎？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

重點 6：矩陣的係數積(純量乘法)(倍數) 

1.意義：若矩陣 A 連加 k 次，即    
個k

AAA  ＝kA，稱為矩陣 A 的純量乘法或係數乘積(scale product) 

即設 A＝
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，則 kA＝
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，k 為實數 

即設 A＝[aij]m×n，k 為實數，kA＝[kaij]m×n 

註：(1)矩陣係數積是將實數 k 遍乘矩陣 A 的每一個元，即 kA 的每個元都等於 A 中相同位置元的 k 倍 

(2)若矩陣 A 是 m n 階矩陣，k 為實數，則係數積 kA 也是一個 m n 階矩陣 

2.矩陣係數積的性質： 

設 A，B 都是 m×n 階的矩陣，O 為零矩陣，r，s 為實數，則 

(1) 0 A＝O 1A＝A (－1)A＝－A 

(2) r (A＋B)＝rA＋rB 

(3) (r＋s)A＝rA＋sA 

(4) (r s)A＝r(sA) 

(5) A－B＝A＋(－1)B，(－B)＝(－1)B 為矩陣 B 的加法反元素 
 

例 6.1：已知矩陣 A＝ 







01

32
，B＝ 











42

31
，試求下列各矩陣：(1)(－2)B       (2) 3A－2B  
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Ex6.1：已知矩陣 A＝ 







130

211
，B＝ 








 311

002
，試求下列各矩陣：(1)(－3)A           (2) B－3A 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6.2：已知矩陣 A＝ 







2010

28
，B＝ 








26

42
，且 X＋3B＝2A，試求矩陣 X 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex6.2：已知矩陣 A＝ 







54

32
，B＝ 








 23

01
，且 2(X＋A)＝3B，求矩陣 X 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
重點 7：矩陣的乘法 

1.意義：兩矩陣 A、B 做乘法運算 AB 時，條件為矩陣 A 的行數＝矩陣 B 的列數，表示如右 

2.設矩陣 nmA  ， pnB  ，則 nmA  pnB  ＝ pmC   

 

即 

 

 

其中 ijc ＝


n

k
jkikba

1

＝ ji ba 11 ＋ ji ba 22 ＋…＋ jninba ，1 im，1 jp    ( 矩陣的乘法：列 × 行 ) 

 3.矩陣乘法性質： 

(1)矩陣的乘積 AB 與 BA 不一定存在；當 AB 有意義，BA 不一定有意義 

即若 AB 與 BA 皆有意義時，AB 與 BA 不一定相等  

(2)矩陣的乘法不具交換性，AB BA  

(3) A O，B O 則 AB O 不恆成立  

(4) AB＝O，不能推得 A＝O 或 B＝O 

(5)矩陣乘法不具消去律：AB＝AC O，不一定能推得 B＝C  

(6)矩陣乘法具有結合性：(AB)C＝A(BC)＝ABC 

(7)矩陣乘法具有分配性：A(B＋C)＝AB＋AC (左分配) (B＋C)A＝BA＋CA (右分配) 

(8)矩陣乘法對係數積的結合律：設 r，s 為常數，則 r(AB)＝(rA)B＝A(rB)  (rA)(sB)＝rs(AB) 
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
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nmA  pnB  ＝ pmC   

相等 

乘積的階數 
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例 7.1：已知矩陣 A＝ 







631

245
，B＝















 

5234

3101

1013

，試求 AB 與 BA 

 

 

 

 

 

 

 

Ex7.1：已知矩陣 A＝ 







631

245
，B＝

















12

30

01

，試求 AB 與 BA 

 

 

 

 

 

 

 

例 7.2：已知矩陣 A＝ 







 73

21
，B＝ 











62

30
，C＝ 








69

512
，試求 AC＋BC，比較(A＋B)C   

 

 

 

 

 

 

 

Ex 7.2：已知矩陣 A＝

















987

654

321

，B＝





















1074

852

341

，C＝





















963

643

332

，試求 AB＋AC，比較 A(B＋C)   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

重點 8：方陣的 n 次方與單位方陣 

1.方陣的 n 次方：若方陣 A 自乘 n 次，即  
個n

AAA  ＝ nA ，稱為方陣 A 的 n 次方 

註：若矩陣 Am×n(非方陣)，則 nA 無意義 

2.單位方陣的性質 

(1)若 A 為 n 階方陣，則 An×n In＝In An×n＝An×n 

(2)若 A 為 m×n 階矩陣，則 Am×n In＝Am×n   Im Am×n＝Am×n 
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例 8.1：已知矩陣 A＝

















02550

2550255

02550

對應的 3×3 格像素的圖形，如圖(0 代表全黑，255 代表全白) 

T＝

0 0 1

1 0 0

0 1 0

 
 
 
  

，試求矩陣 TA 並畫出對應的 3×3 格像素的圖形  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex8.1：已知矩陣 A＝

















02550

2550255

02550

對應的 3×3 格像素的圖形，如圖(0 代表全黑，255 代表全白) 

T＝

0 0 1

1 0 0

0 1 0

 
 
 
  

，試求矩陣 TTA 並畫出對應的 3×3 格像素的圖形   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



110 下高二數學 A(第 4 冊 ch4) 第 9 頁 翰林版 CJT 

 
重點 9：二階乘法反方陣 

1.定義：設 A 是一個 n 階方陣，若存在一個 n 階方陣 B，滿足 AB＝BA＝In，In 為單位矩陣 

則稱 B 是 A 的「乘法反方陣」(簡稱反方陣)，(A 亦為 B 的反方陣)，記為 B＝ 1A  

註：(1)方陣的主對角線元都為 1，其餘位置的元都為 0 的 n 階方陣，稱為 n 階單位方陣，記為 nI  

(2)並不是任意方陣都有乘法反方陣 

(3)方陣 A 具有反方陣的充要條件為其行列式 det (A)＝A 0，且反方陣是唯一的，記為 1A  

(4)若一個 n 階方陣 A 具有反方陣時，則稱方陣 A 為「可逆方陣(invertible matrix)」 

2.求法： 
法 1：利用反方陣定義法，則： 

設 A＝ 







dc

ba
，B＝ 









21

21

yy

xx
，且 AB＝I＝ 








10

01
，得 











2211

2211

dycxydcx

byaxbyax
＝ 








10

01
 

再解方程式







0

1

11

11

dycx

byax
，








0

1

22

22

dycx

byax
，求出 x1，x2，y1，y2，得 B，則 B＝ 1A  

法 2：利用反方陣公式： 

設 A＝ 







dc

ba
，且 det (A)＝

dc

ba
＝ad－bc 0，則 1A ＝ 











ac

bd

A)(det

1
 

註：若 det (A)＝
dc

ba
＝0 時，方陣 A 沒有反方陣 

註：二階的反方陣是將「主對角線之元素互換」，「次對角線之元素變號」得之 

註：三階方陣 A＝[ jia ]，且 det (A) 0，其反方陣 1A ＝
)(det

1

A
[ ijA ]， ijA 為 A 在( j，i )位置的餘因子 

法 3：利用增廣矩陣，透過列運算(高斯－喬登消去法(Gaussian－Jorden elimination))求解： 

即增廣矩陣 







10

01

dc

ba
… 列運算…  








hg

fe

10

01
，則反矩陣為 








hg

fe
 

3.設 A，B，X 三矩陣，滿足 AX＝B，其中 A 是不為零之方陣，且 1A 存在，則 X＝ 1A B 

4.若 I 為單位矩陣，A 與 I 為同階方陣時，則 AI＝IA＝A 
 

例 9.1：已知二階方陣 A＝ 







 52

31
，試求 A 的乘法反方陣  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex9.1：已知二階方陣 A＝ 







41

72
，試求 A 的乘法反方陣  
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例 9.2：已知二階方陣 A＝ 







54

32
，則： 

(1) A 是否有乘法反方陣(即 1A 是否存在)？                (2)若 1A 存在，試求 1A  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex9.2：判斷下列各矩陣是否有乘法反方陣？若有，求出其乘法反方陣  

(1) A＝ 






 
43

35
      (2) A＝ 








 43

86
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 9.3：(1)將







552

673

yx

yx
寫成 AX＝B 的形式  

(2)根據(1)，試求矩陣 X 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex9.3：試利用矩陣解方程組







137

11433

yx

yx
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例 9.4：試解矩陣方程式
1 2

1 1

 
 
 

x y

z w

 
 
 

＋
1 2

3 4

 
 
 

＝
0 2

1 3

 
 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex9.4：試解矩陣方程式
2 3

2 5

 
 
 

x

y

 
 
 

＋
1

2

 
 
 

＝
0

5

 
 
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


