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Ch 1.4外積、體積與行列式   二年____班  座號：____  姓名： 

重點 1：空間向量的外積(cross product) 

1.定義：坐標空間中任意兩向量 a
v
＝(a1，a2，a3)與 b

v
＝(b1，b2，b3)的外積，定義為： 

a
v

× b
v
＝( 

32

32

bb

aa
，

13

13

bb

aa
，

21

21

bb

aa
 ) 

＝(a2b3－a3b2，a3b1－a1b3，a1b2－a2b1)是一個向量向量向量向量 

a
v

× b
v
讀作： a

v
外積 b
v

 或 a
v

crossb
v

 

註 1：外積是空間向量特有的，平面向量沒有外積的概念 

註 2： a
v

× b
v
簡便求法，如右圖 

 2.向量外積的性質： 

(1)外積 a b×
v v

和 b a×
v v

的方向相反，即 a b×
v v

＝－( b a×
v v

)，如右圖 

註： a b×
v v

的方向由 a
v
到 b
v
的右手法則而定 

(2)  a
v

× b
v

＝ a
v

 b
v

sinθ＝由 a
v
與 b
v
所張出的平行四邊形面積 

註：θ為 a
v
和 b
v
的夾角 

(3) ( a
v

× b
v

) ⊥ a
v
，( a
v

× b
v

) ⊥ b
v
，如右圖  

(4) a
v
與 b
v
平行時， a

v
× b
v
＝ 0=
v v

 

(5)若 n
v

⊥ a
v
且 n
v

⊥ b
v
，則 n
v

// ( a
v

× b
v

) 
 

例 1.1：已知 a
v
＝(2，1，0)， b

v
＝(1，2，0)，試求： 

(1) a b×
v v

        (2) b a×
v v

 (3) a b×
v v

是否與 a
v
或 b
v
垂直 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

例 1.2：設坐標空間中三點 A(1，2，1)，B(0，6，4)，C(3，5，6)，試求一單位向量
v
u ，使其同時與 AB

v
及 AC
v
垂直。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

例 1.3：設 a
v
與 b
v
是空間中兩個向量，選出正確的選項： 

(1) ( a
v
× b
v

) ⊥ a
v

  (2) ( a
v
× b
v

) ⊥ ( a
v
＋ b
v

)  

(3) ( a
v
× b
v

) ⊥ (2 a
v
－3 b
v

)  (4)若 n
v

⊥ a
v
且 n
v

⊥ b
v
，則 n
v

⊥ ( a
v
× b
v

) 

 

 

 

 

 

 

 

a
v

× b
v
＝ 

b
v
a
v

 

b a×
v v
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重點 2：空間中三角形的面積 

1.意義：設 a
v
， b
v
為空間中兩個非零向量，則： 

(1)由 a
v
， b
v
所張出之平行四邊形的面積平行四邊形的面積平行四邊形的面積平行四邊形的面積為 a

v
× b
v

 

(2)由 a
v
， b
v
所張出之三角形的面積三角形的面積三角形的面積三角形的面積為

2

1  a
v
× b
v

 

註：若 a
v
、 b
v
為空間中不平行的兩非零向量，其夾角為θ， 

且由 a
v
與 b
v
所張出的平行四邊形面積為 S，如右圖 

由平行四邊形面積公式 S＝ a
v

 b
v

sinθ＝ a
v

 b
v

 θ2cos1−  

＝  a
v

2 b
v

2－ a
v

2 b
v

2cos2θ  

 a
v

× b
v

＝  a
v

2 b
v

2－( a
v

⋅ b
v

)2 

＝ ( ) ( ) ( )2 2 2

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1a b a b a b a b a b a b= − + − + −  

＝

2 2 2

2 3 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2

a a a a a a

b b b b b b
= + +  

2.設坐標平面上坐標平面上坐標平面上坐標平面上不共線的三點 A(a1，a2)，B(b1，b2)，C(c1，c2)，則： 

(1)利用 AB
v
＝(b1－a1，b2－a2)， AC

v
＝(c1－a1，c2－a2)，則△ABC的面積為＝

2
1  ＝

2
1 

2211

2211

acac

abab

−−
−−

 

(2)利用三階行列式，則△ABC的面積為
2
1 

1

1

1

21

21

21

cc

bb

aa

    

 
例 2.1：已知空間中△ABC的三頂點坐標分別為 A(0，1，2)，B(－2，3，5)，C(1，4，－1)，試求△ABC的面積。 
法 1： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

例 2.2：已知向量 a
v
＝(1，1，2)， b

v
＝(1，－2，－1)，試求： 

(1) a b×
v v

        (2)由 a
v
與 b
v
所張出之平行四邊形的面積 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a
v

 

b
v

a
v

 

b
v

θ  
S 

a
v

 

b
v

a
v
× b
v

 

AB
v

 

AC
v
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重點 3：三階行列式(determimant) 

1.二階行列式： 1 2
1 2 2 1

1 2

a a
a b a b

b b
= −  

2.三階行列式：
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

c c c

＝ 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − −  

註：三階行列式的展開式的方法有：(1)直接展直接展直接展直接展開開開開法法法法、(2)降階展降階展降階展降階展開開開開法法法法 

(1)直接展開法：
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

c c c

＝                 －－－－                  ＝ 

(2)降階展開法：三階行列式可依某一行某一行某一行某一行(列列列列)展開展開展開展開成二階行列式的組合，稱為降階展開法 

321

321

321

ccc

bbb

aaa

＝ 1a
32

32

cc

bb
－ 1b

32

32

cc

aa
＋ 1c

32

32

bb

aa
 (依第一行第一行第一行第一行展開) 

＝
2 3 1 3 1 2

1 2 3
2 3 1 3 1 2

a a a a a a
b b b

c c c c c c
= − ⋅ + ⋅ − ⋅  (依第二列第二列第二列第二列展開) 

 

例 3.1：試求下列三階行列式的值：(1)

314

221

123

−
−         (2)

300

220

111

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
重點 4：空間中平行六面體的體積 

1.意義：空間中三個非零向量 a
v
， b
v
， c
v
平移，使其不落在同一個平面上(不共平面)，如圖 

則三向量張出之平行六面體的體積＝(底面積)×(高)＝( a
v
× b
v

)⋅ c
v

 

註：體積 V＝( a
v
× b
v

)⋅ c
v

＝( b
v
× c
v

)⋅ a
v

＝( c
v
× a
v

)⋅ b
v

＝ a
v

⋅( b
v
× c
v

) 

2.設OA
v
＝ a
v
＝(a1，a2，a3)，OB

v
＝ b
v
＝(b1，b2，b3)，OA OC OE+ +

v v v
＝ c
v
＝(c1，c2，c3) 

則由OA
v
，OB
v
，OA OC OE+ +
v v v

所張之平行六面體之體積＝( a
v
× b
v

)⋅ c
v

＝

333

222

111

cba

cba

cba

 

說明：底面積 A即為 b
v
與 c
v
所張成的平行四邊形面積，故 A b c= × 

v v
，如右圖 

向量 b c×
v v

與 ,b c
v v

所張成的平面垂直，高 h是 a
v
在 b c×
v v

上的正射影長 

設 a
v
與 b c×
v v

的夾角為 α，平行六面體的高 cosh a α=  
v

 

平行六面體的體積 V為 Ah＝ cosb c a α ×  ⋅  
v v v

 

＝ cosb c a α ×  ⋅  
v v v

＝ ( )a b c ⋅ × 
v v v

＝( a
v
× b
v

)⋅ c
v

 

321

321

321

ccc

bbb

aaa

21

21

21

cc

bb

aa

 

位置符號 降階取法 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

c c c

a
v

 

b
vc

v
 

A O 

B 

C 



109下高二數學 A(第 4冊 ch1) 第 4頁 翰林版 CJT 

 
重點 4：空間中平行六面體的體積 

3.四面體 O－ABC之體積(三角錐)＝
6
1

(平行六面體之體積)＝
6
1 ( a
v
× b
v

)⋅ c
v

 

註：四面體底面積只有平行六面體底面積的一半，而高相同 

4.若空間中三個非零向量 a
v
， b
v
， c
v
平移後，落在同一個平面上平面上平面上平面上(即共平面即共平面即共平面即共平面)，則 V＝0，或 ( a

v
× b
v

)⋅ c
v
＝0 

註：設坐標平面上不共線的三點 A(a1，a2)，B(b1，b2)，C(c1，c2)，則： 

(1)利用 AB
v
＝(b1－a1，b2－a2)， AC

v
＝(c1－a1，c2－a2)，則△ABC的面積為＝

2
1  ＝

2
1 

2211

2211

acac

abab

−−
−−

 

(2)利用三階行列式，則△ABC的面積為
2
1 

1

1

1

21

21

21

cc

bb

aa

 

 5.三線共點： 
設 L1：a1x＋b1y＋c1＝0，L2：a2x＋b2y＋c2＝0，L3：a3x＋b3y＋c3＝0是兩兩不平行的三條相異直線 

則 L1，L2，L3 三線共點的充要條件為
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0

a b c

a b c

a b c

=  

 

例 4.1：設 a
v
＝(2，1，3)， b

v
＝(1，2，1)， c

v
＝(－1，3，2)，試求 a

v
， b
v
， c
v
三向量所張出的平行六面體體積。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

例 4.2：已知 a
v
， b
v
， c
v
三向量所張平行六面體體積為 5，則 2 a

v
＋3 b
v
， b
v
， c
v
三向量所張出的平行六面體體積為

何？(85學測) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 4.3：設 A(1，1，1)，B(3，2，4)，C(－1，2，5)，D(5，3，2)，試求四面體 ABCD的體積 

 

 

 

 

 

 

 

 

AB
v

 

AC
v
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例 4.4：已知坐標空間中四點 A(1，1，1)，B(1，2，－7)，C(3，4，5)，D(4，5，－7)，試求： 

(1)以 AB
v
， AC
v
， AD
v
所張出的平行六面體體積 

(2)四面體 ABCD的體積 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
例 4.5：設 O(0，0，0)，A(1，2，3)，B(1，3，5)，C(a，2，1)四點共平面，試求 a之值 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 4.6：已知 A(1，2)，B(3，4)，C(－5，8)三點，試求△ABC的面積 

 

 

 

 

 

 

 

重點 5：物理學上的應用 

力矩：力矩為使物體沿一固定軸轉動所需的物理量，此物理量具有大小與方向 

力矩的大小與方向決定於三個要素：施力、施力點的位置向量(力臂向量)與兩者的夾角θ 

如圖，離槓桿支點 r
v
處施以 F
v
的力，由物理學可知道所造成的力矩是 r F×

v v
 

說明：物理學中定義力矩 τ
v
為 F rτ = ×
v v v

，稱 τ
v
為力矩向量， F

v
稱為施力向量， 

r
v
稱為力臂向量(始動為轉軸，終點為施力點) 

力矩向量 τ
v
即為施力向量 F

v
與力臂向量 r

v
的外積 F r×
v v

，其大小為 sinr F θ
v v

 

例 5.1：小芬利用起釘器將釘子拔起，如圖所示，她在離起釘器的支點 r
v
處施以 F
v
的力， 

已知 r
v
與 F
v
的夾角為 150°，且 r

v
的大小為 0.8米， F

v
的大小為 10牛頓， 

試求小芬所造成的力矩大小  

 

 


