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Ch 4.3 雙曲線(hyperbola) 二年____班  座號：____  姓名： 

 重點 1：雙曲線的基本概念 

 1.定義：如右圖，平面上，兩相異點 F1，F2，及一定長 2a 滿足 0＜2a＜ 21FF ，則： 

所有滿足 21 PFPF − ＝2a 的動點 P 所成之圖形 Γ ，稱為「雙曲線」 

其中 F1，F2 稱為雙曲線的「焦點(focus)」，如右圖 

 2.圖形之判斷： 

A.平面上，滿足 1PF － 2PF ＝2a 之 P 點軌跡： 

(1)當 0＜2a＜ 21FF 時，軌跡為雙曲線 

(2)當 2a＝ 21FF 時，軌跡為二射線 

(3)當 2a＞ 21FF 時，軌跡為無圖形(或空集合) 

B.平面上，滿足 1PF － 2PF ＝2a 之 P 點軌跡： 

(1)當 0＜2a＜ 21FF 時，軌跡為雙曲線一支 

(2)當 2a＝ 21FF 時，軌跡為一射線 

(3)當 2a＞ 21FF 時，軌跡為無圖形(或空集合) 

 

例 1.1：右圖是一個以 1F ， 2F 為焦點的雙曲線，A，B 為雙曲線上的點。若 1 5AF = ， 2 2 12AF BF+ = ， 

則 1BF 的長為何﹖ 
 
 
 
 

例 1.2：平面上二定點 F1，F2 與動點 P，且 21FF ＝10，試求下列各條件的點 P 之軌跡： 

(1)  1PF － 2PF ＝8  (2)  1PF － 2PF ＝10 (3)  1PF － 2PF ＝12 

(4) 1PF － 2PF ＝8  (5) 1PF － 2PF ＝10  

 

 

 

重點 2：雙曲線的名詞 

1.焦點：二定點 F1 與 F2，且 21FF ＝2c 

2.中心點：兩焦點 F1 與 F2 所成線段的中點 

3.貫軸：焦點所在之軸，貫軸長度 AB ＝ a2  

4.共軛軸：通過中心點與貫軸垂直，共軛軸長度CD ＝2b  

註：貫軸、共軛軸都是雙曲線的「對稱軸」 

5.關係式：c2＝a2＋b2  (c 值最大，c＞a＞0，c＞b＞0) 

6.頂點：雙曲線與貫軸之交點，如圖 A，B 點 

註：廣義的頂點包含貫軸上的頂點 A，B；共軛軸上的頂點 C，D 

7.弦：雙曲線上任兩點之連線段 (有無限多條)  

焦弦：通過焦點之弦 (有無限多條) 

8.正焦弦：通過焦點與貫軸垂直的弦(有 2 條)，長度為
a

b22
 

註：設 PQ 為通過焦點 1F 的正焦弦，令 1PF x= ，如右圖 

由雙曲線的定義可知 2 1 2PF PF a− = ，⇒ 2 2PF a x= +  

∴ 1 2PF F△ 是直角三角形，⇒ ( ) ( )2 22 2 2x c a x+ = +  

得
2 2 2c a b

x
a a

−= =  ( 2 2 2c a b= + )，∴ PQ ＝
22

2
b

x
a

=  

9.漸近線：在無窮遠處與雙曲線可以任意靠近但不相交的二直線，如 L1，L2 
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例 2.1：已知一雙曲線的貫軸長為 8，兩焦點間的距離為 10，試求此雙曲線的共軛軸長。 

 

 

 

 

 

 

重點 3：雙曲線之標準式 I－水平貫軸 

1.意義：雙曲線之中心在原點(0，0)，兩焦點為 F1(c，0)，F2(－c，0)，貫軸長 2a，共軛軸長 2b，滿足 c2＝a2＋b2， 

得雙曲線方程式為
2

2

a

x
－

2

2

b

y
＝1，稱為水平貫軸之雙曲線 

註：如右圖，設 ( ),P x y 是雙曲線上的任意一點， 

由雙曲線的定義 1 2 2PF PF a− = ，⇒ 1 2 2PF PF a− = ± ， ∴ 1 2 2PF PF a= ±  

得 ( ) ( )2 22 2 2x c y x c y a− + = + + ±  

兩邊平方， ( )22 2 2 2 2 2 2 22 2 4 4x cx c y x cx c y a x c y a− + + = + + + ± + + +  

⇒ ( )22 2cx a a x c y− − = ± + +  

再平方， 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 22 2c x a cx a a x a cx a c a y+ + = + + + ，得 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2c a x a y a c a− − = −  

利用 2 2 2b c a= − ，⇒
2 2 2 2 2 2b x a y a b− = ，同除以 2 2a b ，得

2 2

2 2
1

x y

a b
− =  

2.性質： 

(1)關係式 a2＋b2＝c2，c＞a＞0，c＞b＞0 

(2)雙曲線上距離中心最近的點為頂點 A，B 

(3)設 P(x，y)是雙曲線上任一點，則 x ≥ a 或 x ≤ －a 

(4)貫軸與共軛軸互相垂直平分於中心 

(5)正焦弦長＝
a

b22
 

(6)雙曲線以貫軸、共軛軸為對稱軸 

3.若貫軸長＝共軛軸長，意即 a＝b，則稱雙曲線為「等軸雙曲線」 

4.雙曲線平移： 

中心為原點的雙曲線
2 2

1 2 2
: 1

x y

a b
Γ − = 上的每一點( 0x ， 0y )，沿著向量(h，k)移動到點( 0x ＋h， 0y ＋k)， 

得中心為(h，k)的雙曲線 2Γ ，其方程式為：
( ) ( )2 2

2 2 2
: 1

x h y k

a b
Γ

− −
− =  

 

◎方程式 

例 3.1：設雙曲線兩焦點在 F1(3，0)與 F2(－3，0)，貫軸長為 4，試求其方程式。 
 
 
 
 
 
 
 
 
◎圖形名稱 
例 3.2：已知一雙曲線的方程式為 9x2－16y2＝144，試求其貫軸長、共軛軸長、中心、焦點及頂點坐標 
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◎平移方程式 

例 3.3：已知一雙曲線的兩焦點為(－4，2)，(2，2)，貫軸長為 4，試求此雙曲線的方程式 

 

 

 

 

 

 

◎平移圖形名稱 

例 3.4：試求雙曲線 4x2－y2－8x－2y－1＝0 的頂點、焦點坐標與貫軸、共軛軸方程式，貫軸、共軛軸長與正交弦長。 
 
 
 
 
 
 
 
◎性質 

例 3.5：設 P 為雙曲線
16

2x
－

9

2y
＝1 上的一點。若 1F ， 2F 為此雙曲線的兩個焦點，且 1PF PF： 2: 1: 3PF PF ＝1：3， 

試求 1 2F PF△ 的周長為何？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
重點 4：雙曲線之標準式 II－鉛直貫軸 

1.意義：雙曲線之中心在原點，兩焦點為 F1(0，c)，F2(0，－c)，貫軸長 2a， 

共軛軸長 2b，滿足 c2＝a2＋b2，得雙曲線方程式為－
2

2

b

x
＋

2

2

a

y
＝1， 

稱為鉛直貫軸之雙曲線 

2.性質：如右圖，同水平貫軸雙曲線 

3.雙曲線平移： 

設雙曲線 Γ ：－
2

2

b

x
＋

2

2

a

y
＝1，中心由原點 O(0，0)平移至點(h，k)， 

得雙曲線方程式為 ( ) ( )2 2

2 2
1

x h y k

b a

− −
− + =  

 
◎方程式 
例 4.1：設雙曲線兩焦點在 F1(0，4)與 F2(0，－4)，共軛軸長為 4，試求其方程式 
 
 
 
 
 
◎作圖，求各名稱 

例 4.2：已知一雙曲線的方程式為 9x2－4y2＝－36，試求其貫軸長、共軛軸長、中心、焦點及頂點坐標 
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◎平移方程式 

例 4.3：求兩頂點為 A(－2，－1)與 B(－2，5)，一焦點為 F(－2，7)的雙曲線方程式 

 

 

 

 

 

 

◎平移作圖，求各名稱 

例 4.4：試求雙曲線 4x2－9y2－8x＋36y＋4＝0 的頂點、焦點坐標，貫軸、共軛軸方程式、貫軸、共軛軸長與正焦弦長。 

 

 

 

 

 

 

 

 

重點 5：等軸雙曲線 

意義：雙曲線的貫軸與共軛軸的長度相等，我們稱之為等軸雙曲線等軸雙曲線等軸雙曲線等軸雙曲線 

 

◎方程式 

例 5.1：試求兩焦點在 F1(4，0)與 F2(－4，0)，貫軸與共軛軸等長之雙曲線方程式 
 
 
 
 
 
 
 

例 5.2：設方程式
t

x

+4

2

－
t

y

−10

2

＝1 的圖形為等軸雙曲線，試求 t 值及其焦點坐標 

 

 

 

 

 

 

 

 

 重點 6：共軛雙曲線 

 1.意義：有共同中心的兩雙曲線，若其中一個雙曲線的貫軸及共軛軸分別為另一個雙曲線的共軛軸及貫軸， 

則此兩雙曲線互稱為共軛雙曲線共軛雙曲線共軛雙曲線共軛雙曲線 

 2.性質： 

(1)將雙曲線方程式之常數「1」改為「－1」，即為共共共共軛雙曲線軛雙曲線軛雙曲線軛雙曲線的方程式 

(2)它們有相同的中心與漸近線(參考重點 7) 

 

例 6.1：試求雙曲線
2 2

1
4 9

x y− = 的共軛雙曲線  
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重點 7：雙曲線之漸近線 

1.定義：若 P 點沿著雙曲線向遠處移動逐漸遠離中心時，如果 P 點至直線 L 的距離越來越近，而趨近於 0， 

稱直線 L 為雙曲線的一條漸近線漸近線漸近線漸近線。 

2.漸近線求法： 

(1)若 Γ 為水平貫軸雙曲線 2

2

2

2

−
b

y

a

x
＝1 時，則令 2

2

2

2

−
b

y

a

x
＝0，得(

a

x
－

b

y
)(

a

x
＋

b

y
)＝0 

得知漸近線為 L1： 0=− aybx 與 L2： 0=+ aybx  

(2)平移後水平貫軸雙曲線
2

2)(

a

hx −
－

2

2)(

b

ky −
＝1 的漸近線方程式為

2

2)(

a

hx −
－

2

2)(

b

ky −
＝0 

即 ( ) ( ) 0b x h a y k− − − = 與 ( ) ( ) 0b x h a y k− + − =  

(3)若 Γ 為鉛直貫軸雙曲線
2

2

2

2

+−
b

y

a

x
＝1 時，則令

2

2

2

2

+−
b

y

a

x
＝0，得

a

x ±
b

y
＝0 

得知漸近線為 0=− aybx 與 0=+ aybx  

(4)平移後鉛直貫軸雙曲線－
2

2)(

b

kx −
＋

2

2)(

a

hy −
＝1， 

其漸近線方程式為－
2

2)(

a

hx −
＋

2

2)(

b

ky −
＝0，即 ( ) ( ) 0b y k a x h− − − = 與 ( ) ( ) 0b y k a x h− + − =  

 3.漸近線性質： 

(1)雙曲線的任一漸近線必不與雙曲線相交 

(2)兩條漸近線必相交於中心，即以原點為中心，貫軸長 2a 和共軛軸長 2b 張出的矩形的對角線 

(3)雙曲線的兩漸近線的分角線必互相垂直，其中一條為貫軸，另一條為共軛軸 

(4)一般雙曲線的兩漸近線不一定互相垂直；而等軸雙曲線的兩漸近線必互相垂直； 

反之，兩漸近線必互相垂直的雙曲線為等軸雙曲線 

(5)雙曲線上一點 P 到兩條漸近線 L1，L2 的距離分別為 1d 與 2d ，則 1 2d d⋅ ＝
2 2

2 2

a b

a b+
是一個常數 

註：設 ( )0 0,P x y 為雙曲線
2 2

2 2
1

x y

a b
− = 上一點，P 到直線 1 : 0L bx ay− = 與 2 : 0L bx ay+ = 的距離分別為 1d 與 2d  

利用點到直線的距離公式，得 0 0
1 2 2

| |bx ay
d

a b

−=
+

， 0 0
2 2 2

| |bx ay
d

a b

+=
+

， 

且 ( )0 0,P x y 在雙曲線
2 2

2 2
1

x y

a b
− = 上，∴

2 2
0 0
2 2

1
x y

a b
− =  

1 2d d⋅ = 0 0 0 0

2 2 2 2

| | | |bx ay bx ay

a b a b

− +⋅
+ +

=
2 22 2

0 0
2 2

| |b x a y

a b

−
+

=
2 2

2 2

a b

a b+
是一個常數 

例 7.1：試求雙曲線
4

2x
－

9

2y
＝1 的兩漸近線方程式 

 
 
 
 
 
 
 
 

例 7.2：求雙曲線－
4

2x
＋

16

2y
＝1 的兩條漸近線方程式 
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例 7.3：試求雙曲線 4x2－9y2－8x＋36y＋4＝0 的漸近線方程式 
 
 
 
 
 
 
 
例 7.4：已知一雙曲線 Γ的兩漸近線為 L1：3x－4y＋2＝0 與 L2：3x＋4y－14＝0，且通過點(6，2)，試求雙曲線 Γ 方程式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 重點 8：雙曲線圖形之伸縮與應用 

 1.雙曲線方程式特性 (見例 7.1) 

 2.與橢圓、拋物線之關係 

 3.雙曲線圖形之伸縮： 

(1)設雙曲線 Γ ：
2

2

a

x
－

2

2

b

y
＝1，以原點為中心伸縮 k 倍，則其圖形仍然是雙曲線，方程式為

2

2

)(ka

x
－

2

2

)(kb

y
＝1 

(2)設雙曲線 Γ ：－
2

2

b

x
＋

2

2

a

y
＝1，以原點為中心伸縮 k 倍，則其圖形仍然是雙曲線，方程式為－

2

2

)(kb

x
＋

2

2

)(ka

y
＝1 

 

◎雙曲線特性 

例 8.1：設方程式
t

y

−9

2

－
t

x

−36

2

＝1 的圖形為雙曲線，試求實數 t 之範圍 

 

 

 

 

 

 

例 8.2：試描述方程式 4x2－9y2－24x－18y＋63＝0 的圖形 

 

 

 

 

 

 

例 8.3：已知雙曲線 Γ：
2 2

1
9 4

x y− = ，將圖形 Γ以原點為中心伸縮 3 倍，得到一個新雙曲線 Γ′ 的圖形，試求雙曲線 Γ′ 的方

程式，並求其漸近線方程式。 

 

 


