
高一下數學(105下)cjt 第 1 頁 翰林版 Ch1.2 

Ch1.2 級數 (series) 一年____班  座號：____  姓名： 

 重點 1：級數 

 1.定義：將數列 1a ， 2a ， 3a ，…， na 的各項依序用「＋」加號連結起來，形如 1a ＋ 2a ＋ 3a ＋…＋ na ，稱為一個級數， 

其中 1a 稱為此級數的首項(第一項)， na 稱為此級數的第 n 項(有限級數的末項) 

 2.表示法： 

一般以 nS 表示級數的前 n 項和(或稱前 n 項的部分和)，即 nS ＝ 1a ＋ 2a ＋ 3a ＋…＋ na  

 註：有限級數表示為 nS ＝ 1a ＋ 2a ＋ 3a ＋…＋ na      ( 1a 稱為首項(第一項)， na 稱為第 n 項(末項)) 

無限級數表示為 S ＝ 1a ＋ 2a ＋ 3a ＋…＋ na ＋…  ( 1a 稱為首項(第一項)， na 稱為第 n 項) 
 
例 1.1：試寫出數列〈 2n 〉所形成的級數，並求此級數的前 5 項和。 
 
 
 
 
 
 
 
 
重點 2：等差級數 

1.定義：若數列〈 na 〉： 1a ， 2a ， 3a ，…， na 為等差數列等差數列等差數列等差數列，則 nS ＝ 1a ＋ 2a ＋ 3a ＋…＋ na 稱為等差級數等差級數等差級數等差級數的前 n 項和 

2.數學表示： 

設等差數列〈 na 〉的首數為 1a ，公差為 d 

⇒數列〈 na 〉： 1a ， 1a ＋d， 1a ＋2d，……， 1a ＋(n－1)d 

⇒級數 nS ＝ 1a ＋ 2a ＋ 3a ＋…＋ na ＝ 1a ＋( 1a ＋d )＋( 1a ＋2d )＋…＋[ 1a ＋(n－1)d ] 

3.等差級數前 n 項和公式公式公式公式： nS ＝ 1( )

2
nn a a+

＝ 1(2 ( 1) )

2

n a n d+ −
 

4.若 a，b，c 成等差數列，則 b 為其等差中項(算數中項)，且 b＝
2

ca +
，又 a＋b＋c＝3b 

若 a，b，c，d，e 成等差數列，則 c 為其等差中項，且 c＝
2

db +
＝

2

ea +
，又 a＋b＋c＋d＋e＝5c 

 
例 2.1：試求等差級數 1＋2＋3＋…＋n 的和： 
 
 
 
 
 
 
例 2.2：試求下列等差級數的和： 

(1) 1＋3＋5＋…＋19 (2) 100＋97＋94＋…＋31 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 2.3：某建築物外牆側面共有 40 層，最上面的 3 層如圖所示，每一小方塊代表面積為一平方公尺的正方形；每往下一

層時，左方多兩塊小方塊、右方多一塊小方塊。 
建商要用每塊面積為一平方公尺的正方形大理石板覆蓋外牆。 
請問建商要準備多少塊大理石板？ 
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重點 3：等比級數 

1.定義：若數列〈 na 〉： 1a ， 2a ， 3a ，…， na 為等比數列，則 nS ＝ 1a ＋ 2a ＋ 3a ＋…＋ na 稱為等比級數等比級數等比級數等比級數的前 n 項和 

2.數學表示： 

設等比數列〈 na 〉的首數為 1a ≠ 0，公比為 r ≠ 0 

⇒數列〈 na 〉： 1a ， 1a r， 1a 2r ，……， 1a 1−nr  

⇒級數 nS ＝ 1a ＋ 2a ＋ 3a ＋…＋ na ＝ 1a ＋ 1a r＋ 1a 2r ＋……＋ 1a 1−nr  

 3.等比級數求和公式公式公式公式： nS ＝








≠
−
−

=

時當

時當

1,
1

)1(

1,

1

1

r
r

ra

rna
n    ( 註：

r

ra n

−
−

1

)1(1 ＝
1

)1(1

−
−

r

ra n

 ) 

 4.若 a，b，c 成等比數列，則 b 稱為其等比中項(幾何中項)，且 b＝ ca  

 
例 3.1：試求下列等比級數的和： 

(1) 3＋6＋12＋…＋3072 (2) 54－36＋24＋…－
64

9
 (3) 1＋2＋22＋…＋ 12 −n  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 3.2：如圖，單位圓記為 O1。作 O1 內接正方形的內切圓，記為 O2。作 O2 內接正方形的內切圓，記為 O3，以此類推。 

試求：(1)O2 的半徑 (2) O1，O2，O3，…，O8 的圓周長總和   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 3.3：小芬計畫每個月月初存入銀行 10000元，以月利率 0.2 %複利孳息。則 5 年後小芬可以存到多少錢？ 

(四捨五入取到百位，已知 60)002.1( ≈ 1.12736) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O1 

O2 

O3 
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重點 4：由部分和反求數列中的一般項(第 n 項 na ) 

意義：利用前 n 項和的通式 Sn ，a1＝S1，且當 n ≥ 2 時，第 n 項 na ＝ nS － 1−nS ，求第 n 項的通式 an 

 

例 4.1：已知數列〈 na 〉的前 n 項和 Sn＝
1

6
n(n＋1)(2n＋7)，試求第 n 項 an。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
重點 5：符號 Σ 的意義與性質 

1.Σ 的意義：級數可以用符號 Σ (讀作 sigma 或 summation，是連加或求和的意思)來簡寫表示 

如：級數 naaa +++ L21 簡寫成∑
=

n

k
ka

1

，即 1 2
1

n

k n
k

a a a a
=

= + + +∑ L  

2.表示法：符號
n

k
k m

a
=
∑ ＝ ma ＋ 1+ma ＋ 2+ma ＋…＋ na  

其中
n

k
k m

a
=
∑ ，讀作「sigma ak，k 從 m 到 n)，意即將 k＝m(稱為下限值)變動到 k＝n(稱為上限值上限值上限值上限值)，m，n 是整數整數整數整數，

且 m ≤ n，逐漸代入 ak (k 稱為指標)後，全部加起來 

 3.符號 Σ 的特性： 

(1)指標 k 也可以改用其他文字符號其他文字符號其他文字符號其他文字符號，並不影響式子的意義。例如
3

2

1t

t
=
∑ ，

3
2

1j

j
=
∑ 都等於 12＋22＋32 

(2)同一個式子，可以用不同的指標範圍與一般項公式來表示。例如：
4

2

2

( 1)
k

k
=

−∑ 也等於 12＋22＋32 

 
例 5.1：試展開下列各式： 

(1)
4

1
k

k

a
=
∑   (2)∑

=

7

3k
ka  (3)

4

1k

k
=
∑  (4)

7
3

2k

k
=
∑  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 5.2：下列哪些式子等於 3＋5＋7＋9？ 

(1) ( )
4

1

2 1
m

m
=

+∑  (2) ( )
6

3

2 3
k

k
=

−∑  
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例 5.3：展開下列級數，並求其值： 

(1)
6

1

(2 1)
k

k
=

−∑  (2)
5

1

7
k =
∑  (3)

5
2

2k

k
=
∑  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 5.4：(1)已知一等差級數共有十項，首項為 2，公差為 3，試將其表為 Σ 的形式  

(2)一等比級數首項為 5，第二項為 10，最後一項為 320，試將其表為 Σ 的形式 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
重點 6： Σ 的意義運算性質 

1.若 c 為常數，則
1

n

k

c nc
=

=∑  

2.
1 1 1

( )
n n n

k k k k
k k k

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  
1 1 1

( )
n n n

k k k k
k k k

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  

3.若 c 為常數，則
1 1

n n

k k
k k

ca c a
= =

=∑ ∑  註：
1

( )
n

k k
k

a b
=

×∑  ≠ 
1 1

n n

k k
k k

a b
= =

  
  
  
∑ ∑  

4.求和公式 

(1) 1＋2＋3＋…＋n＝
1

( 1)

2

n

k

n n
k

=

+=∑  

(2) 12＋22＋32＋…＋n2＝
2

1

( 1)(2 1)

6

n

k

n n n
k

=

+ +=∑  

(3) 13＋23＋33＋…＋n3＝
2

3

1

( 1)

2

n

k

n n
k

=

+ =  
 

∑  

註：較複雜的級數求和，可將式子先寫成 Σ 的形式，再利用 Σ 的運算性質拆開成此三個基本公式的求和 
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例 6.0：試化簡下列各式： 

(1)∑
=

3

1

5
k

 (2)
3

1

( )k k
k

a b
=

+∑  (3)
5

1

5 k
k

a
=
∑  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

例 6.1：已知
7

1
k

k

a
=
∑ ＝55，

7

1
k

k

b
=
∑ ＝66，試求下列各值： 

(1)
7

1

2 k
k

a
=
∑  (2) 

7

1

(2 3 4)k k
k

a b
=

− +∑  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 6.2：試求下列各級數的和： 

(1)
66

1k

k
=
∑  (2)

20
2

1k

k
=
∑  (3)

18
3

6k

k
=
∑  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 6.3：試求下列各級數的和： 

(1) 1×2＋2×3＋3×4＋…＋99×100 
(2) 1×3＋3×5＋5×7＋…＋(2n－1)(2n＋1) 
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重點 7： Σ 的分項對消運算性質 

意義：把級數中的每項拆成正負兩項，使得各項相加時可以抵銷，常見級數有： 

 1.∑
= +

n

k kk1 )1(

1
＝ )

1

11
(

1 +
−∑

= kk

n

k

＝
1+n

n
 

 2.∑
= +

n

k kk1 )2(

1
＝ )

2

11
(

2

1

1 +
−∑

= kk

n

k

＝ )
2

1
(

2

1

+
+

n

n
 

 

例 7.1：試求級數
1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 ( 1)n n
+ + + +

× × × +
L 的和。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 7.2：黑板上寫著一排白色的 20 個連續的平方數 1，4，9，…，400。 

小璿依序將每一個白色數字減 1，用紅色粉筆寫下結果； 

全部算完後，再把所有的白色數字擦掉。黑板上留下 20 個紅色的數。 

試求除了 0 以外，其他 19 個數的倒數和。  


