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Ch 1.2 函數及其極限 習題  三年____班    座號：___    姓名： 

 A 基本能力題 

 1 是非題：正確請畫○，錯誤請打 X 

(1)函數 f (x)＝ 2 1x − 的定義域為任意實數  

(2)函數 y＝sin x 是一對一函數 

(3) f (x)＝log x 的反函數是 1−f (x)＝ x10  

(4)若 f (x)＝x3，g (x)＝2x＋1，則( f。g) (x)＝(2x＋1 3)  

(5)若
0

lim
x→

f (x)＝1，則 f (0)＝1 

(6)若 f (0)＝1，則
0

lim
x→

f (x)＝1 

(7)若
0

lim
x→

f (x)＝1 且 f (0)＝1，則 f (x)在 x＝0 處連續 

(8)已知函數 f (x)滿足 f (1)＝1，f (3)＝3，則在區間(1，3)中必存在一個實數 c，使得 f (c)＝2 

解：(1)X：由於 f (x)＝ 12 −x ，因此 x2－1 ≥ 0，⇒  ( x－1 ) ( x＋1 ) ≥ 0，⇒  x ≥ 1 或 x ≤ －1， 

故定義域為{ x∈  | x＞1 或 x＜－1 } 

(2)X：例如 f (
6

π
)＝f (

6

5π
)＝

2

1
 

(3)○，(4)○ 

(5)X：例如 f (x)＝




=
≠

02

01

x

x

，

，
 

(6)X：例如 f (x)＝




=
≠

01

02

x

x

，

，
 

(7)○ 

(8)X：例如




≤
≥

01

03

x

x

，

，
 

 

 

 

 2 設 f (x)＝2x－1，g (x)＝ x ，求函數 f。g，g。f 及其定義域 

解：函數 f 的定義域為實數，函數 g 的定義域為 { x∈  | x ≥ 0 }，( f。g ) (x)＝f ( g (x))＝f ( x )＝2 x －1， 

由於函數 g 的值都包含在實數 中，故合成函數 f。g 的定義域為 { x∈  | x ≥ 0 }。 

( g。f ) (x)＝g ( f (x))＝g ( 2x－1 )＝ 12 −x ，由於函數 f 的值必須包含在 g (x) 的定義域內， 

因此 2x－1 ≥ 0，即 x ≥
2

1
，故合成函數 g。f 的定義域為 { x∈  | x ≥

2

1
} 

 

 

 

 3 試求下列各函數的反函數，並寫出它的定義域：(1) f (x)＝4x－5    (2) g (x)＝ 4x +      (3) h (x)＝
1

2
(10x－2) 

解：(1)設 f (x)的反函數為 1−f (x)，滿足 f ( 1−f (x))＝x，⇒4 1−f (x)－5＝x，⇒ 1−f (x)＝
4

1
( x＋5 )， 

由於 f (x)＝4x－5 的值域為實數，故 1−f (x) 的定義域為實數

(2)設 g (x)的反函數為 1−g ，滿足 g ( 1−g (x))，⇒  4)(1 +− xg ＝x ⇒ 1−g (x)＝x2－4 

由於 4+x ≥ 0，所以 g (x) 的值域為 { y∈  | y ≥ 0 }，故 1−g (x) 的定義域為{ x∈  | x ≥ 0 } 
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(3)設 h (x) 的反函數為 h－1 (x)，滿足 h ( h－1 (x))＝x，⇒
2

1
( 10 h

－1 (x)－2 )＝x  

⇒  10 h－1 (x)＝2x＋2 ⇒  h－1 (x)＝log ( 2x＋2 )，由於
2

1
( 10x－2 )＞

2

1
( 0－2 )＝－1， 

所以 h (x) 的值域為 { y | y＞－1 }，故 h－1 (x) 的定義域為 { x∈  | x＞－1 } 

 

 

 

 4 在圖(一)～(六)中，利用圖形求下列各極限值：(1) lim
x c+→

f (x)   (2) lim
x c−→

f (x)   (3) lim
x c→

f (x) 

   

圖(一) 圖(二) 圖(三) 

   
圖 (四) 圖(五) 圖(四) 

解：(1)
+→3

lim
x

x f (x)＝1，
+→2

lim
x

f (x)＝－1，
+1

lim
x→−

f (x)＝0，
1

lim
x +→

f (x)＝－2，
+→2

lim
x

f (x)＝2，
+−→ 2

lim
x

f (x)＝0 

(2)
−→3

lim
x

x f (x)＝1，
−→2

lim
x

f (x)＝－1，
−−→ 1

lim
x

f (x)＝0，
−−→ 1

lim
x

f (x)＝－2，
−→2

lim
x

f (x)＝－3，
−−→ 2

lim
x

f (x)＝－2 

(3)
3

lim
→x

x f (x)＝1，
2

lim
→x

f (x)＝－1，
1

lim
x→−

f (x)＝0，
1

lim
→x

f (x)＝－2，
2

lim
→x

f (x) 不存在，
2

lim
x→−

f (x) 不存在 

 

 

 

 5 試求下列各極限：(1)
3

lim
x→

(x2－2x＋5)    (2)
2

23

3
lim

4 3x

x x

x x→−

−
− +

    (3)
2 2

0

(2 ) 2
lim
h

h

h→

+ −
 

解：(1)
3

lim
→x

x ( x2－2x＋5 )＝8，(2)
3

lim
−→x 34

3
2

2

+−
−

xx

xx
＝

24

18
＝

4

3
，(3) 

0
lim

→h h

h 22 2)2( −+
＝

0
lim

→h h

hh 24 +
＝

0
lim

→h
( 4＋h )＝4＋0＝4 

 

 

 

 6 下列各極限是否存在? 如果存在，試求之： 

(1)
22

2
lim

4x

x

x+→

−
−

     (2)
2

2
lim

| 2 |x

x

x+→

−
−

     (3)
1

| | 1
lim

1x

x x

x→

−
−

 

解：(1)
+→2

lim
x 4

2
2 −
−

x

x
＝

+→2
lim
x 2

1

+
−

x
＝－

4

1
，(2)

+→2
lim
x |2|

2

−
−

x

x
＝

+→2
lim
x 2

2

−
−

x

x
＝1，(3)

1
lim

→x 1

1||

−
−

x

xx
＝

1
lim

→x 1

1

−
−⋅

x

xx
＝

1
lim

→x
( x＋1 )＝2 
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 7 設函數 f (x)＝
2 1 , 2

2 3 , 2

x x

x x

 + ≥


+ <
試問下列哪些選項是正確的？(多選) 

(A) f (2)＝5   (B)
2

lim
x +→

f (x)＝5   (C)
2

lim
x −→

f (x)＝f (2)     (D)
3

lim
x→

f (x)＝10   (E)
0

lim
x→

f (x)＝3 

解：(A) f (2)＝22＋1＝5。(B)
+→2

lim
x

f (x)＝
+→2

lim
x

( x2＋1 )＝5。(C)
−→2

lim
x

f (x)＝
−→2

lim
x

( 2x＋3 )＝7≠f (2)。 

(D)
3

lim
→x

x f (x)＝
3

lim
→x

x ( x2＋1 )＝10。(E)
0

lim
→x

f (x)＝
0

lim
→x

( 2x＋3 )＝3。 

故選(A)(B)(D)(E) 

 

 

 

 8 (1)試證：－ x ≤ x sin
1

x
≤  x           (2)利用(1)的結果，求

0
lim
x→

x sin
1

x
 

解：(1)已知當 x≠0 時，－1 ≤ sin
x

1 ≤ 1 恆成立，可推得 | sin
x

1
| ≤ 1。可得 | x sin

x

1
| ≤ | x |，因此－| x | ≤ x sin

x

1
 ≤ | x | 

(2)因為
0

lim
→x

| x |＝0，
0

lim
→x

(－| x | )＝0，根據夾擠定理可知
0

lim
→x

x sin
x

1
＝0 

 

 

 

 9 若函數 f (x)＝

2 16
, 4

4
8 , 4

x
x

x
x

 − ≠ −
+

− = −

試回答下列問題： 

(1)求
4

lim
x→−

f (x)的值            (2)判別函數 f (x)在 x＝－4 處連續嗎 

解：(1)
4

lim
−→x

f (x)＝
4

lim
−→x

 
 x2－16  

 x＋4 ＝
4

lim
−→x

( x－4 )＝－8 

(2)因為 
4

lim
−→x

f (x)＝－8 且 f (－4 )＝－8，所以 f (x)在 x＝－4 處連續 

 

 

 

 10 已知 f (x)＝(x－7 2) (x－9 2) ＋3x，試證：至少有一實數 c，使得 f (x)＝26 

解：由於 f (x) 為連續函數，且 f (7)＝21，f (9)＝27，21＜26＜27。根據介值定理，存在 7＜c＜9，使得 f (c)＝26 

 

 

 

 

 B 進階題 

 1 試求下列各極限：(1)
3

lim
x→

(
2

6

9x −
－

1

3x −
)            (2) 

0
lim
x→

2x [ x ] 

解：(1)
3

lim
→x

(
9

6
2 −x

－
3

1

−x
)＝

3
lim

→x 9

3
2 −
−

x

x
＝

3
lim
x→ 3

1

+
−

x
＝－

6

1
 

(2)
+→0

lim
x

x2 [ x ]＝
+→0

lim
x

x2．0＝0，
−→0

lim
x

x2 [ x ]＝
−→0

lim
x

(－x2 )＝0，故
0

lim
→x

x2 [ x ]＝0 
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 2 若
2

22

2
lim

2x

x ax b

x x→

+ +
− −

＝
5

3
，試求數對(a，b) 

[提示：因為
2

lim
x→

(x2－x－2)＝0，假設
2

lim
x→

(2x2＋ax＋b) 不等於 0，則
2

22

2
lim

2x

x ax b

x x→

+ +
− −

不存在，因此
2

lim
x→

(2x2＋ax＋b)＝0] 

解：依提示，
2

lim
→x

( 2x2＋ax＋b )＝0 ⇒  2a＋b＝－8，可得 b＝－8－2a，代入
2

2
2

2

−−
++

xx

baxx
， 

整理得
2

822
2

2

−−
−−

xx

aaxx
＝

)1)(2(

)2()4(2 2

+−
−+−

xx

xax
＝

1

42

+
++

x

ax
( x≠2 )，因此

2
lim

→x 2

2
2

2

−−
++

xx

baxx
＝

2
lim

→x 1

42

+
++

x

ax
＝

3

8+a
＝

3

5
。 

a＋8＝5，得 a＝－3 代入 2a＋b＝－8，得 b＝－2，故 ( a , b )＝(－3 ,－2 ) 

 

 

 

 3 設 k 為一定數，欲使函數 f (x)＝
3 , 2

2 4 , 2

x k x

x kx x

− <
 + + >

為一連續函數，試問 k 的值為何？ 

解：已知 f (x) 在 x＞2 與 x＜2 處均連續，若 f (x) 在 x＝2 處連續，則
+→2

lim
x

f (x)＝
−→2

lim
x

f (x)＝f (2)。 

由於
+→2

lim
x

f (x)＝
+→2

lim
x

( x2＋kx＋4 )＝8＋2k，
−→2

lim
x

f (x)＝
−→2

lim
x

( 3x－k )＝6－k，8＋2k＝6－k，故 k＝－
3

2
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單元 2 函數與函數的極限  習題 三年____班 座號：___  姓名： 

觀念 

下列敘述對的打「○」，錯的打「×」 

□(1)若 f (x)＝ 2x ＋3x＋4，則
1

lim
→x

f (x)＝8 

□(2)極限
1

lim
→x 1

12

−
−

x

x
不存在 

□(3)若多項式函數 f (x)滿足 f (1)＝3，則
1

lim
→x

f (x)＝3 

解： 

 

 

 

 

 

 

 

一、基礎題 

1.求下列各函數的定義域與值域： 

(1) f (x)＝ xsin         (2) f (x)＝ 2x ＋2x＋4         (3) f (x)＝ 29 x−  

解： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.已知函數 f (x)＝x＋2 與 g(x)＝3－x，求下列各函數及其定義域： 

(1) ( f－g)(x)          (2) )(x
g

f








 

解： 

 

 

 

 

 

 

3.已知函數 f (x)＝2x＋3 與 g(x)＝ 2x ＋1，求下列各合成函數： 

(1) ( ) ( )g f xo           (2) ( ) ( )f g xo  

解： 
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4.已知函數 y＝f (x)的圖形如圖，選出所有正確的選項： 

(1)
1

lim
→x

f (x)＝1     (2) 
2

lim
→x

f (x)＝0    (3) 
3

lim
→x

f (x)＝2     (4) 
4

lim
→x

f (x)＝2 

解： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.求下列各極限： 

(1)
1

lim
→x

( 2x ＋x－3)       (2)
0

lim
→x 42

4
2

2

++
−
xx

x
         (3) 

3
lim

→x
(

1

12

+
−

x

x
－

1

13
2 −

+
x

x
) 

解： 

 

 

 

 

 

6.求下列各極限： 

(1) 
3

lim
→x 158

65
2

2

+−
+−

xx

xx
       (2) 

2
lim

→x 6

1
2 −+

−
xx

x
     (3) 

3
lim

→x
(

3

4

−
−

x

x
－

34

2
2 +− xx

)       (4) 
1

lim
→x

(
1

1

−x
－

1

25
3 −
−

x

x
) 

解： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.設 a 為實數，且極限
2

lim
−→x 2

2

+
++

x

axx
存在，則： 

(1)求 a 的值           (2)求此極限 

解： 
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8.已知函數 f (x)＝




<−
≥+

12

152

xax

xx

，當

，當
在 x＝1 處連續，求實數 a 的值 

解： 

 

 

 

 

 

 

 

9.已知 f (x)＝ 3x ＋x，求證：在 3 與 4 之間至少有一實數 c，使得 f (c )＝64 

解：因為 f (x)為多項式函數，所以 f (x)是連續函數。又因為 f (3) = 30，f (4) = 68 

所以 64 介於 f (3)與 f (4)之間。由介值定理得知：在 3 與 4 之間至少有一實數 c，使得 f (c) = 64 

 

 

 

 

二、進階題 

10.已知多項式 f (x)滿足
1

lim
→x

f (x)＝5，選出所有正確的選項： 

(1) 
1

lim
→x

( f (x)＋
x

x 1−
)＝5 (2) 

1
lim

→x 2

)(xf
＝5 (3) f (1)＝5 (4) 

1
lim

→x 1

)(

−x

xf
＝5     (5) 

1
lim

→x
(x f (x))＝5 

解： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11.已知
2

lim
→x baxx

x

++
−

2

2 4
＝4，求實數 a，b 的值 

解：因為極限存在，且分子在 x = 2 的函數值為 0，所以分母在 x = 2 的函數值必須為 0，由因式定理得知，分母有 x - 2 的 

因式。令分母 

 

⇒
k−2

4
＝4，得 k＝1，(x－2)(x－1)＝x2－3x＋2，∴a＝－3，b＝2 
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Ch 1.3 函數的概念 習題 三年____班 座號：___  姓名： 

1.求下列各函數的定義域：(LBR) 

(1) ( ) 1f x x= +  (2) ( ) 2

1

4
f x

x
=

−
 (3) ( ) 2 3f x x= −  (4) ( ) 2

1

1
f x

x x
=

− +
 

 

2.設函數 ( ) 2 4 5f x x x= − + 的定義域為 }{ 51 ≤≤∈ xRx ，求 ( )f x 的值域。 

 

3.設函數 ( ) 2 3f x x= + 的值域為 }{ 95 ≤≤−∈ yRy ，求 ( )f x 的定義域 

 

4.設函數 ( ) [ ]f x x x =  ，其中[ ]為高斯符號。已知 ( )f x 的定義域為 }{ 20 ≤≤∈ xRx ，求 ( )f x 的值域 

 

5.已知函數 ( ) 2f x x x= + 與 ( ) 21g x x= − ，求下列各函數及其定義域： 

(1) ( ) ( )f g x+    (2) ( )( )f g x−    (3) ( )( )f g x⋅    (4) ( )f
x

g

 
 
 

 

 

6.已知函數 ( ) 3

2

x
f x

x

−=
−

與 ( ) 2 3

1

x
g x

x

−=
−

，求下列各合成函數： 

(1) ( ) ( )g f xo  (2) ( ) ( )f g xo  

 

7.設函數 ( )f x 的定義域為 }{ 42 ≤≤−∈ xRx ，且其圖形如右，選出正確的選項： 

(1) ( )0 4f =  (2) ( )f x 的函數值恆正 (3) ( )f x 的值域為 }{ 74 ≤≤∈ yRy  

(4)方程式 ( ) 0f x = 沒有實根 (5)方程式 ( ) 4f x = 有四個相異實根 

 

8.求函數 ( ) 215 2f x x x= − − 的定義域與值域 

 

9.已知函數 ( ) 2 3f x x= + 與一次函數 ( )g x 的合成為 ( ) ( )g f x x=o ，求 ( )g x  

 

10.某灌溉渠的橫截面是等腰梯形，如右圖。其底寬 2 公尺，渠深 1 公尺，邊坡的傾角是 45°。 

設水深為 x 公尺，水域橫截面的面積為 ( )f x 平方公尺，則： 

(1)寫出函數 ( )f x  

(2)求函數 ( )f x 的定義域 

(3)求函數 ( )f x 的值域 

 

11.已知 ( ) 2
1

3
f x x= + ， ( ) ( )( )2f x f f x= ， ( ) ( )( )3 2f x f f x= ，求 ( )2f x 與 ( )3f x  

 


