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第第第第 2 章章章章    數列與級數數列與級數數列與級數數列與級數 
 

2-1 數數數數    列列列列 

基礎題基礎題基礎題基礎題 

1. 試觀察下列數列的規律性，並依此規律寫出下列數列的一般項 na ： 

(1) 2，4，6，8，10，……，則 na ＝？  

(2) 1，4，9，16，25，……，則 na ＝？  

(3) 
1

2
，

2

3
，

3

4
，

4

5
，

5

6
，……，則 na ＝？  

 
解解解解 (1) 原數列� 2×1，2×2，2×3，2×4，2×5，……  ∴ na ＝2n 

(2) 原數列� 12，22，32，42，52，……  ∴ na ＝n2 

(3) 此數列的分母都比分子多 1 ∴
1n

n
a

n
=

+
 

 

 

 

2. 已知等差數列 na  的首項為 3，公差為 2，試求： 

(1) 第 n 項 na ＝？ 

(2) 73 為第幾項？  

 
解解解解 (1) na ＝3＋2（n－1）＝2n＋1 

(2) 承(1)，2n＋1＝73，得 n＝36，所以 73 是第 36 項 

 

 

 

3. (1) 已知等比數列 na  的首項為 4，公比為 2，則 1024 為第幾項？  

(2) 已知等比數列 na  的公比是正實數，且 2 6a = ， 4 24a = ，試求 10a  及一般項 na  

 

解解解解 (1) 14 2n
na −= × ，令 14 2 1024n−× = ，得 n＝9 

故 1024 是第 9 項 

(2) 設首項為 1a ，公比為 r，且 r＞0，則 

2 1

3
4 1

6

24

a a r

a a r

= =


= =

L L L L L L

L L L L L

①

②
 

由 
②

①
 得 2 4r = ，因為 r＞0，所以 r＝2，代入①得 1a ＝3 

因此， 9 9
10 1 3 2 1536a a r= = × = ，一般項 1 1

1 3 2n n
na a r − −= = ×  
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4. 已知 3，x，y，18 四正數中，前三數成等比數列，後三數成等差數列，試求 x，y 的值 

 
解解解解 因為 3，x，y 成等比數列，x，y，18 成等差數列 

所以 3
18

x y

x
y x y

 =

 − = −

，得            
L L L L L L L L

L L L L L L

①

②
 

由①得 21

3
y x=  代入②，整理得 22 3 54 0x x− − =  

解得 x＝6 或 
9

2
− ，但 x 為正數，因此 x＝6 

代入①得 y＝12，故 x＝6，y＝12 

 

 

 
5. 用藍、白正三角形磁磚依照如下的規律拼成若干圖形： 

 

第第第第 1 圖圖圖圖    第第第第 2 圖圖圖圖      第第第第 3 圖圖圖圖 

設 na  是第 n 圖中白色正三角形磁磚的總數 

(1) 寫出數列 na  的遞迴式 

(2) 試求 na  

 
解解解解 觀察題圖可知， 1 6a = ， 2 10a = ， 3 14a = ，且 

na －1 的圖加上 4 個白色正三角形，2 個藍色正三角形，就可得到 na  的圖 

因此， 

(1) na  的遞迴式為 1

1

6

4 , 2n n

a

a a n−

=
 = + ≥

 

(2) na  是一個首項為 6，公差為 4 的等差數列 

因此， na ＝6＋4（n－1）＝4n＋2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 3x y =


L L L L L L L L
 

2 18y x


= +
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6. 將圖中的正三角形等分成 4 個相同的正三角形；接著再將 4 個小正三角形分別等分成 4  

個相同的正三角形，重複這樣的步驟，如下圖所示： 

 
第第第第 1 圖圖圖圖    第第第第 2 圖圖圖圖      第第第第 3 圖圖圖圖 

設 na  為第 n 圖中最小正三角形的總數 

(1) 試求 1a ， 2a ， 3a  

(2) 寫出數列 na  的遞迴式 

(3) 試求 na  

 
解解解解 (1) a1＝1，a2＝4，a3＝16 

(2) 由題圖知，第 n 圖中的最小正三角形總數是第 n－1 圖中的 4 倍 

因此， na  的遞迴式為 1

1

1

4 , 2n n

a

a a n−

=
 = ≥

 

(3) na  是首項為 1，公比為 4 的等比數列 

因此， 1 11 4 4n n
na − −= × =  

 

 

 

7. 已知數列 na  的遞迴式為 1

1

2

2 , 2n n

a

a a n n−

=
 = + ≥

，試求 4a  及一般項 na  

 
解解解解 由定義可知 a2＝a1＋2×2＝2＋4＝6，a3＝a2＋2×3＝6＋6＝12 

故 a4＝a3＋2×4＝12＋8＝20 

由 
1a

2

2

a

=

1a=

3

2 2

a

+ ×

2a=

1

2 3

na −

+ ×

M

2na −=

1

2 ( 1)

) n n

n

a a −

+ × −

+ = 2

( 1)
2(1 2 3 ) 2 ( 1)

2n

n

n n
a n n n

+ ×

+= + + + + = × = +L L�

 

n＝1 代入得 1a ＝1×（1＋1）＝2 成立 

故一般項 na ＝n（n＋1） 
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8. 設 na  是等差數列且共有 19 項，滿足公差 d＞0， 5 15 0a a+ = ，則下列哪些選項正確？ 

(A) a1＞0  (B) a19＞0  (C) a10＝0 

(D) a6＋a14＞0 (E) a9＋a10＋a11＝0 

 
解解解解 設首項為 a1，公差為 d＞0 

a5＋a15＝0 �（a1＋4d）＋（a1＋14d）＝0 � 2a1＋18d＝0 

 � a1＋9d＝0 � a10＝0 

(A) ×：a1＝a10－9d＝－9d＜0 

(B) ○：a19＝a10＋9d＝9d＞0 

(C) ○ 

(D) ×：a6＋a14＝（a5＋d）＋（a15－d）＝a5＋a15＝0 

(E) ○：a9＋a10＋a11＝（0－d）＋0＋（0＋d）＝0 

故選(B)(C)(E)  

 

 

 

 
進階題進階題進階題進階題 

9. 數列 na  滿足 a1＝3，an＝2an－1－1，n ≥ 2，則： 

(1) 試求出 a2，a3，a4 

(2) 試推測 na  一般項之通式。（以 n 表示之） 

(3) 利用數學歸納法驗證(2)之推測是正確的 

 
解解解解 (1) a2＝2×a1－1＝2×3－1＝5， 

a3＝2×a2－1＝2×5－1＝9， 

a4＝2×a3－1＝2×9－1＝17 

(2) 由(1)可推測 2 1n
na = +  

(3) ①  當 n＝1 時， 1
1 2 1 3a = + = ，推測成立 

②  設 n＝ k 時， 2 1k
ka = +  推測成立 

則 n＝k＋1 時， 

ak＋1＝2×ak－1＝ 2(2 1) 1k + − ＝ 12 1k + +  推測亦成立 

故由數學歸納法可知，對任意正整數 n， 2 1n
na = +  恆成立 
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10. 試證明：1×2＋2×3＋3×4＋……＋n（n＋1）＝
( 1) ( 2)

3

n n n+ +
，對所有正整數 n 均成立。 

 

證證證證 (1) 當 n＝1 時，左式＝1×2＝2，右式＝
1 2 3

3

× ×
＝2，原式成立 

(2) 設 n＝k 時原式成立 

即 1×2＋2×3＋3×4＋……＋k（k＋1）＝
( 1) ( 2)

3

k k k+ +
 

則 n＝k＋1 時， 

左式＝1×2＋2×3＋3×4＋……＋k（k＋1）＋（k＋1）（k＋2） 

＝
( 1) ( 2)

( 1) ( 2)
3

k k k
k k

+ + + + +  

＝
( 1) ( 2) ( 3)

3

k k k+ + +
＝右式 

所以 n＝k＋1 時，原式也成立 

故由數學歸納法可知，原式對所有正整數 n 均成立 

 


