
108下高一數學(單元 9)cjt 第 1頁 龍騰版 CJT 

單元 9 二維數據分析 一年____班  座號：____  姓名： 

重點 1：散布圖(scatter diagram) 

1.意義：探討兩個變量：如(身體，體重)、(容量，體積)、(風力，雨量)、(數學成績，國文成績)、(BMI 指數，血壓)等之

間是否有關聯，稱為二維數據二維數據二維數據二維數據分析分析分析分析。 

2.定義：兩個可能相關的變量數據(X，Y)，將第一個變量當作 x坐標，第二個變量當作 y坐標，選取適當刻度後，將每

一組資料(xi，yi)描繪在坐標平面上，所得的圖形稱為此兩個變量數據的散佈圖散佈圖散佈圖散佈圖。 

註：數據 X 表示( 1x ， 2x ，…， nx )，Y 表示( 1y ， 2y ，…， ny ) 

 
例 1.1：醫生統計六位病患的咳嗽週數 x (週)與肺結核自評分數 y (分)如下表。繪出此數據的散布圖。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 重點 2：直線相關概述 

 1.意義：檢視散布圖中，可發現數據點( ix ， iy )分布集中在某一條直線 L的附近，稱點(x，y)為直線相關 

 註：若點的分布呈現曲線形狀時，表示兩變數之間的關係非線性關係，不在高中討論的範圍內。 

 2.直線相關性質： 

(1)正相關：當直線 L 的斜率為正時，稱變數 X 與 Y 為正相關，即兩個變量有一致的趨勢一致的趨勢一致的趨勢一致的趨勢(同時增加或減少) 

(2)完全正相關：數據點( ix ， iy )全部在一條斜率為正斜率為正斜率為正斜率為正的直線上 

(3)負相關：當直線 L 的斜率為負時，稱變數 X 與 Y 為負相關，即兩個變量趨勢相反趨勢相反趨勢相反趨勢相反，一個增加(減少)，則另一個 

就減少(增加) 

(4)完全負相關：數據點( ix ， iy )全部在一條斜率為負斜率為負斜率為負斜率為負的直線上 

(5)零相關：一個變量的變化對另一個變量沒有影響。當散布的各點，上下左右均成對稱狀態上下左右均成對稱狀態上下左右均成對稱狀態上下左右均成對稱狀態，或各點完全分布在 

平行平行平行平行 x軸軸軸軸或平行平行平行平行 y軸軸軸軸的直線上，稱兩變量 X 與 Y 為零相關 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 零相關 零相關 零相關 

正相關 負相關 完全正相關 完全負相關 
X X 

Y Y 

民眾 甲 乙 丙 丁 戊 己 

x (週) 2 1 4 5 4 2 

y (分) 3 3 5 6 2 5 
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例 2.1：觀察下列各圖中兩變量 x與 y之間的相關情形，試說明其相關性質： 

(A) (B) (C) (D) (E) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 重點 3：數據標準化(standardized data) 

 1.意義：描繪散佈圖時，由於單位與刻度可以任意選定，同一組資料(xi，yi)的描繪結果可能差異很大。因此會先將 

數據標準化後，再描繪出其散佈圖，以消彌不同單位與刻度之散佈圖的差異性。 

 2.二維數據標準化定義： 

設數據 X： 1x ， 2x ，…， nx ，平均數為 xµ ，標準化 i x
i

x

x
x

µ
σ
−′ =  

數據 Y： 1y ， 2y ，…， ny ，平均數為 yµ ，標準化 i y
i

y

y
y

µ
σ
−′ =  

再將已標準化後的各點坐標 ( )1 1,x y′ ′ ， ( )2 2,x y′ ′ ，…， ( ),n nx y′ ′ 描繪在坐標平面上，所得的圖形稱為數據標準化 

的散佈圖散佈圖散佈圖散佈圖。 
 3.數據標準化的性質： 

(1)數據標準化後的變量都沒有單位沒有單位沒有單位沒有單位 

(2)標準化後，意即將數據轉換成平均數為 0，標準差為 1的新數據，以減少不同測量單位的數據對圖形的影響， 

並使數據的分布情形更加明顯 

(3)原來兩變量的平均值平均值平均值平均值經過標準化後變成原點原點原點原點，則兩變量的圖形就可以重疊在一起比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 4.數據標準化散的佈圖特性： 

(1)設已標準化後的各點坐標為 ( )1 1,x y′ ′ ， ( )2 2,x y′ ′ ，…， ( ),n nx y′ ′ ，則其散布圖為在坐標上加畫兩條平均線平均線平均線平均線， 

亦即以平均數為原點，將全圖分為四個象限。 

(2)若數據點(xi，yi)在第一與第三象限內時，則各點的 i ix y′ ′乘積為乘積為乘積為乘積為正正正正。 

若數據點(xi，yi)在第二與第四象限內時，則各點的 i ix y′ ′乘積為乘積為乘積為乘積為負負負負。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

原始數據散布圖 標準化數據散布圖 

數據標準化 

x 

y 

正相關 

x 

y 

負相關 
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例 3.1：已知兩變量 x與 y的 5筆數據如下表，試將數據標準化，並繪出標準化數據的散佈圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 重點 4：相關係數(correlation coefficient) 

 1.意義：從散布圖中可呈現兩個變量間關聯的方向、形式和強度等之相關性，而精確的描述兩變量的相關程度的高低，

稱做相關係數相關係數相關係數相關係數，一般以 r表示。 

 註：相關係數是採用皮爾森積差相關係數(Pearson Product-Moment Correlation Coefficient ) 
2.定義： 

(1)數據標準化： 

設數據 X： 1x ， 2x ，…， nx ，平均數為 xµ ，標準差為 xσ ，標準化數據為 i x
i

x

x
x

µ
σ
−′ =  

數據 Y： 1y ， 2y ，…， ny ，平均數為 yµ ，標準差為 yσ ，標準化數據為 i y
i

y

y
y

µ
σ
−′ =  

則數據標準化數據( i ix y′ ′，i ix y′ ′ )之相關係數相關係數相關係數相關係數 r＝ ∑
=

′′
n

i
ii yx

n 1

1
  ….  (標準化公式) 

(2)數據未標準化： 

數據 X 的標準差 xσ =
( )2

1

n

i x
i

x

n

µ
=

−∑
＝

n

S xx  數據 Y 的標準差 yσ =
( )2

1

n

i y
i

y

n

µ
=

−∑
＝

n

S yy   

則：相關係數相關係數相關係數相關係數 
1

1 n
i yi x

i x y x y

yx
r

n n

µµ
σ σ σ σ=

 − −= =     
∑ ＝

( )( )
1

n

i x i y
i

x y x y

x y

n n

µ µ

σ σ σ σ
=

− −
= =

⋅ ⋅

∑
  ….(未標準化公式 1) 

或相關係數相關係數相關係數相關係數 r＝
( )( )

( ) ( )
1

22

1 1

n

i x i y
i

n n

i x i y
i i

x y

x y

µ µ

µ µ

=

= =

− −
=

− ⋅ −

∑

∑ ∑
＝

yyxx

yx

SS

S
＝

∑∑

∑

==

=

−−

−

n

i
yi

n

i
xi

n

i
yxii

yx

nyx

1

22

1

22

1

)()( µµ

µµ
 ….(未標準化公式 2) 

 

◎標準化數據的相關係數 

例 4.0：設一數據的標準化數據如下表，試求其相關係數。(取到小數點後第四位) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 背 

 背 

 背 

x 1 4 5 7 13 

y 6 18 42 45 54 

x′＝ i x

x

x µ
σ
−

      

y′＝ i y

y

y µ
σ
−

      

 

ui＝
i x

x

x µ
σ
−

 1.5 －1.5 －1 －0.5 1 0.5 0 

vi＝
i y

y

y µ
σ
−

 1 －1.5 －1 0.5 1.5 0 －0.5 

 

標準化數據 原始數據 
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◎未標準化數據的相關係數 

例 4.1：兩變量 x與 y的數據如下表： 

(1)繪製 x與 y的散布圖 

(2)求 x與 y的相關係數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
例 4.2：兩變量 x與 y的數據如下表： 

(1)繪製 x與 y的散布圖 

(2)求 x與 y的相關係數 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 重點 5：相關係數的性質 

1.相關係數 r的範圍：－1 ≤ r ≤ 1 

(1)完全正相關：相關係數 r＝1，即各點恰落在一條斜率為正的直線上 

(2)正相關：相關係數 r，0＜r＜1，細分如下： 

高度正相關 0.7≤ r＜1      中度正相關 0.3≤ r＜0.7 低度正相關 0＜r＜0.3 

(3)零相關：相關係數 r＝0 

(4)負相關：相關係數 r，－1＜r＜0，細分如下： 

高度負相關－1＜r ≤－0.7 中度負相關－0.7＜r ≤－0.3 低度負相關－0.3＜r＜0 

(5)完全負相關：相關係數 r＝－1，即各點恰落在一條斜率為負的直線上 

2.有一組二維數據( 1x ， 1y )，( 2x ， 1y )，…，( nx ， ny )，滿足 iy ＝a ix ＋b，其中 a，b為常數，則： 

(1)若 a＞0，則此二維數據相關係數 r＝1 

(2)若 a＜0，則此二維數據相關係數 r＝－1 

 
 
 

x 1 2 3 4 5 

y 4 5 3 1 2 

 

x 2 4 6 8 10 

y 1 2 3 4 5 
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3.有一組二維數據( 1x ， 1y )，( 2x ， 1y )，…，( nx ， ny )，其相關係數為 r， 

另一組二維數據( 1x ′， 1y ′)，( 2x ′， 1y ′)，…，( nx ′， ny ′)，滿足 ix ′＝a ix ＋b， iy ′＝c iy ＋d，其中 a，b，c，d為常數 

設新數據的相關係數為 r′，則： 

(1)若 ac＞0，則此二維數據相關係數 r′＝r 

(2)若 ac＜0，則此二維數據相關係數 r′＝－r 

註：r愈大表示兩變量間的相關程度愈強 

 

 

 

 

 

 

 

 4.性質： 

(1)相關係數 r與單位無關，即改變 X 和 Y 的度量單位時，它們的相關係數並不會改變 

(2)數據 X 和 Y 互相對調，其相關係數不會改變 

(3)相關係數、平均數、標準差等皆容易受少數極端數據值影響 

(4)相關係數只顯現兩變數之間的線性關聯性強弱，不能作成兩變數之間的推論不能作成兩變數之間的推論不能作成兩變數之間的推論不能作成兩變數之間的推論，即使兩個變量的相關係數很高， 

這兩個變量也不一定有因果關係，需要對整體(如數據)狀況有進一步的了解之後，才能下定論 

例如：「咖啡因攝取量與心臟病罹患率」的相關係數很高(高度正相關)，卻不能作成「喝咖啡容易得心臟病」的推論 

 
註：散佈圖(數據標準化與否)和相關係數的關係示例： 

(1)相關係數係數係數係數 r＞＞＞＞0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

r＝1 r＝0.9 r＝0.7 r＝0.3 

完全正相關 高度正相關 中度負相關 低度負相關 
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(2)相關係數相關係數相關係數相關係數 r＜＜＜＜0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3)相關係數相關係數相關係數相關係數 r＝＝＝＝0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5.1：以下 5組原始數據的散佈圖，試問哪些相關係數為 1？ 

(A) (B) (C) (D) (E) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x x x x 

y y y y 

r＝－1 r＝－0.9 r＝－0.7 r＝－0.3 

r＝0 r＝0 r＝0 r＝0 
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重點 6：最小平方法與迴歸直線(或稱最適直線、最佳直線) 

 1.意義：當散布圖顯示出兩變量 X 與 Y 間為直線相關時，希望找出一條「最適合代表兩變量之間關係的直線 L」， 

稱為兩變量 X 與 Y 的迴歸直線，進而利用變數 X 來預測變數 Y 的值。 

 2.最小平方法定義： 

A 緣由：「最適合代表兩變量之間關係的直線 L」的求法很多種，考慮計算上的方便，採用由數學家高斯所提出的 

「最小平方法最小平方法最小平方法最小平方法」。 

B定義： 

(1)設迴歸直線 :L y mx k= + ，將數據 ( ),i ix y 與點 ( ),i ix mx k+ 的距離 ( )i iy mx k− + ，如右圖 

稱為點 ( ),i ix y 到直線 L的鉛垂線段長度鉛垂線段長度鉛垂線段長度鉛垂線段長度 

(2)當有 n筆數據 ( )1 1,x y ， ( )2 2,x y ，…， ( ),n nx y 時，會有 n筆鉛垂線段長度 

( )1 1y mx k− + ， ( )2 2y mx k− + ，…， ( )n ny mx k− +  

(3)計算此 n個鉛垂線段長度的平方和平方和平方和平方和之最小值，稱為最小平方法最小平方法最小平方法最小平方法 

即 ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 2 2 n nQ y mx k y mx k y mx k= − + + − + + + − +          L  

註：意即求數據點到直線 L之鉛垂距離的平方和的最小值 

 3.迴歸直線的求法： 

(1)若數據標準化標準化標準化標準化為 ( ),i ix y′ ′ ，則迴歸直線方程式為 y rx′ ′= ， x

x

x
x

µ
σ
−′ = ， y

y

y
y

µ
σ
−

′ =  ….(公式 1) 

註：迴歸直線直線是通過原點 O(0，0)的直線，且斜率 m恰好就是相關係數 r 

(2)若數據未標準化未標準化未標準化未標準化，則迴歸直線方程式為 ( )y xy m xµ µ− = − ，斜率 
( )( )

( )
1

2

1

n

i x i y
y i

n
x

i x
i

x y
m r

x

µ µσ
σ µ

=

=

− −
= ⋅ =

−

∑

∑
＝

xx

yx

S

S
…(公式 2) 

意即由(1) y rx′ ′= ，得 ( )y
y x

x

y r x
σ

µ µ
σ

− = ⋅ − ＝ )( x
xx

yx x
S

S
µ−  

 4.迴歸直線的性質： 
(1)迴歸直線必通過算術平均數必通過算術平均數必通過算術平均數必通過算術平均數的點( xµ ， yµ ) 

(2)相關係數和迴歸直線式是密切相關的，相關係數度量直線相關的方向和強度，而迴歸直線描述此相關 

 

◎迴歸直線的定義 

例 6.1：散佈圖上有資料(0，1)，(1，2)，(－1，－3)，試利用最小平方法求迴歸直線方程式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6.2：某系申請入學考生的筆試成績似乎與口試有關。老師隨機選了 5位考生，其筆試與口試成績如下： 

 

 

 
 

(1)試作散佈圖 
(2)求此五位同學 x與 y的相關係數 

(3)求 y對 x的迴歸直線方程 

 背 

 背 

 背 

 背 

考生 甲 乙 丙 丁 戊 

筆試成績 x(分) 5 5 4 7 9 

口試成績 y(分) 3 1 4 3 9 
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 (2)  
 

 
 

 

 

 

 

◎預測 

例 6.3：飲料店調閱上個月某四天的當日最高氣溫 x (°C)與銷售金額 y (千元)如下表： 

 

 
 

(1)試求 y對 x的迴歸直線方程式 
(2)利用迴歸直線預測：當最高氣溫為 35°C時，銷售金額為多少元？ 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6.4：已知變量 x的平均數 xµ ＝6，標準差 xσ ＝3；變量 y的平均數 yµ ＝9，標準差 yσ ＝5，且 x與 y的相關係數為－0.8，

求 y對 x的迴歸直線方程式。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 x y xx µ−  yy µ−  ( )2

xx µ−  ( )2

yy µ−  ( )( )x yx yµ µ− −  

甲        

乙        

丙        

丁        

戊        

        

x y xx µ−  yy µ−  ( )2

xx µ−  ( )2

yy µ−  ( )( )x yx yµ µ− −  

       

       

       

       

最高氣溫 x 33 31 29 27 

銷售金額 y 14 12 8 10 
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◎迴歸直線必過( xµ ， yµ ) 

例 6.5：已知兩變數 X、Y 的數據如右： 

若以最小平方法求得 Y 對 X 的迴歸直線為
1 11

2 2
y x= − + ，，，，求a之值。 

 

 

 

 

 

◎可以使用計算機或電腦軟體來輔助計算 

例 6.6：玉山觀測站提供的 2017年每月氣溫 x (°C)與 2018年每月氣溫 y (°C)如下表： 

 

 

 

 

利用電腦軟體 Excel，求： 

(1)這兩年氣溫的相關係數。(四捨五入到小數點以下第 1位) 

(2) y對 x的迴歸直線方程式。 

解：(1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X 1 2 3 6 

Y 4 5 a 2 

月份 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

2017年氣溫 x 1.6 0.1 0.3 3.4 5.4 7.6 8.5 9.2 9.7 8.3 5 2.1 

2018年氣溫 y 0.5 －0.3 1.4 4.8 8 8.3 7.6 7.2 7.1 4.8 4.4 5.1 
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