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1-2 無窮等比級數 

1. 求無窮級數
  

1 1 1 1

1 4 4 7 7 10 3 2 3 1n n
    

    
的和﹒  

利用
  

1 1 1 1

3 2 3 1 3 3 2 3 1k k k k

 
   

    
﹐得  

  
   

1 1 1 1

1 4 4 7 7 10 3 2 3 1
nS

n n
    

     
 

  
1 1 1 1 1 1 1 1

1
3 4 4 7 7 10 3 2 3 1n n

        
                 

         
 

  
1 1 1 3

1
3 3 1 3 3 1 3 1

n n

n n n

 
      

   
﹐  

根據無窮級數和的定義﹐因為
1

lim lim
3 1 3

n
n n

n
S

n 
 


﹐所以  

  

1 1 1 1 1

1 4 4 7 7 10 3 2 3 1 3n n
     

    
﹒  
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2. 判斷下列各無窮級數為收斂或發散級數﹐若為收斂級數﹐求其和﹒  

 (1)
1 1 1

1
3 9 27

     (2)
2 1 1 1

3 3 6 12
     (3)

64
9 12 16

3
     

(1) 這是一個首項 1a  ﹐公比
1

3
r   的無窮等比級數﹐因為公比 r介於 1 與

1之間﹐所以此無窮等比級數為收斂級數且其和為  

1 1 3

41 4
1

33

S   
 

  
 

﹒  

(2) 這是一個首項
2

3
a  ﹐公比

1

2
r  的無窮等比級數﹐因為公比 r介於 1 與1

之間﹐所以此無窮等比級數為收斂級數且其和為  

2 2

43 3
1 1 3

1
2 2

S   



﹒  

(3) 這是一個首項為 9﹐公比為
12

9
的無窮等比級數﹐因為公比

12 4
1

9 3
  ﹐  

 所以此無窮等比級數不能求和﹒  

 

 

 

 

3. 求
 

1

3 2

5

nn

n
n





 
 ﹒  

原式
1 1

3 2

3 2 3 2 175 5
3 25 5 2 7 14

1 1
5 5

n n

n n

 

 


   

          
        
 

  ﹒  
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4. 已知無窮等比級數 2 1na ar ar ar      的和為 4﹐且 2 3a   ﹐求其首項

及公比﹒ 

由題意知
4

1

3

a

r

ar





  

﹐  

將 式除以 式﹐得  
3

1
4

r r   ﹐即 24 4 3 0r r   ﹐  

  2 1 2 3 0r r     
1

2
r   或

3

2
（不合）﹐  

當
1

2
r   時﹐ 6a  ﹐即首項為 6﹐公比為

1

2
 ﹒  

 

 

 

 

 

 

5. 設等比數列 na 的前 n項和為 nS ﹒若首項
1 1a   ﹐且 10

5

31

32

S

S
 ﹐求 lim n

n
S


的

值﹒  

設等比級數公比為 r﹒  

由等比級數公式得知﹐
 10

10

1 1

1

r
S

r

 



﹐

 5

5

1 1

1

r
S

r

 



﹒因此﹐  

  5 510
510

5 5

5

1 11 31
1

1 1 32

r rS r
r

S r r

 
    

 
﹐  

解得 5 1

32
r     

1

2
r   ﹒故

1 2
lim

1 3
1

2

n
n

S



  

 
  
 

﹒  
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6. 一個面積為1024的正方形﹐先將其等分成 4個相同的小正方形﹐並將右上

角和左下角的二個正方形塗色﹐如第 1圖﹒再將第 1圖中左上角的小正方形

等分成 4個更小的正方形﹐並將右上角和左下角的二個正方形塗色﹐如第 2

圖﹒依照這樣的規律作成若干圖形﹒  

       

 設 na 是第 n個圖形中白色區域的面積﹐求  

 (1)
1a ﹐ 2a ﹒  

 (2) lim n
n

a


﹒  

(1) 第1圖中塗色部分與白色部分均為原正方形面積的
1

2
﹐  

 即均為
1

1024 512
2

  ﹐因此﹐ 1 512a  ﹒  

 又因為第 2圖增加的塗色部分為 512的
1

4
﹐  

 所以白色部分將減少 512的
1

4
﹐  

 因此﹐ 2

1
512 512 384

4
a     ﹒  

(2) 以此類推可知﹕第 n 個圖較第 1n 個圖減少的白色部分的面積為

1
1

512
4

n

 
 
 

﹒因此﹐  

 

2 1
1 1 1

lim 512 512 512 512
4 4 4

n

n
n

a





   
           

   
 

  

2 1
1 1 1

512 512
4 4 4

n    
         

     

 

  

1
1 10244512 512 512 512

1 3 3
1

4

      



﹒ 
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7. 將下列各循環小數化成分數﹕  

 (1) 0.12   (2) 0.235 

(1) 因為  

0.12 0.121212 0.12 0.0012 0.000012      

 是首項 0.12﹐公比 0.01的無窮等比級數﹐所以由求和公式得﹕  

0.12 0.12 12 4
0.12

1 0.01 0.99 99 33
   


﹒  

(2) 0.235 0.235353535  

   0.2 0.035 0.00035 0.0000035      

  
0.035

0.2
1 0.01

 


 

  
2 35

10 990
   

  
233

990
 ﹒  

 

 

 

8. 已知一無窮等比級數的首項為 0.3﹐第二項為 0.06﹐求此級數的和﹒  

首項為
3 1

0.3
9 3

  ﹐第二項為
6 2

0.06
99 33

  ﹐公比為
2 1 2

33 3 11
  ﹒  

此無窮等比級數的和

1

113
2 27

1
11

S  



﹒  
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9. 已知對於每一個正整數 n﹐數列 na 滿足 2 2 22 3 2 4nn n n a n n      ﹐求

l im n
n

a


﹒  

由 2 2 22 3 2 4nn n n a n n      可得
2 2

2 2

2 3 2 4
n

n n n n
a

n n

   
  ﹒  

因為
2

2

2 3
lim 1
n

n n

n

 
 ﹐

2

2

2 4
lim 1
n

n n

n

 
 ﹐所以由夾擠定理可知﹕ lim 1n

n
a


 ﹒ 

 

 

 

 

 

 

10. 利用不等式
2 2 2 1

n n n

n n n k n
 

  
﹐ 1k  ﹐ 2﹐ 3﹐ ﹐ n﹐求  

2 2 2
lim

1 2n

n n n

n n n n

 
   

   
﹒  

利用不等式
2 2 2 1

n n n

n n n k n
 

  
﹐  

    得
2 2 21 1

n n n

n n n n
 

  
﹐  

     
2 2 22 1

n n n

n n n n
 

  
﹐  

          

     
2 2 2 1

n n n

n n n n n
 

  
﹐  

將所有不等式相加﹐得
2 2

2 2 2 2 21 2 1

n n n n n

n n n n n n n
    

    
﹐  

因為
2

2

1
lim lim 1

1
1

n n

n

n n

n

 
 




﹐且
2

2

2

1
lim lim 1

11
1

n n

n

n

n

 
 




﹐  

所以由夾擠定理﹐得
2 2 2

lim 1
1 2n

n n n

n n n n

 
    

   
﹒  

 


